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چکيده
 برنامه ريزی خطوط مسافری يک تصميم استراتژيک و بلند مدت در حوزه برنامه ريزی مسافر در راه آهن 

است. تاکنون مدلهای رياضی گوناگونی برای مسئله برنامه ريزی خطوط ارائه شده و مورد استفاده قرار گرفته 

اند. در اين مقاله يک مدل جديد برای اين مسئله پيشنهاد شده است که برای اولين بار درآن، دو هدف مجموع 

هزينه عملياتی و تعداد مسافران مستقيم با استفاده از روش برنامه ريزی آرمانی بهينه شده اند. همچنين از 

آنجايی که شرکتهای حمل و نقل ريلی مسافری، دارای چند نوع ناوگان با سرعت حرکت و ظرفيتهای متفاوت 

بوده و از نظر تعداد ناوگان نيز با محدوديت روبرو هستند، برای سازگاری با شرايط واقعی، محدوديتهای 

تعداد ناوگان موجود نيز در مدل در نظر گرفته شده است و برای هر خط امکان خدمت رسانی با بيش از يک 

نوع ناوگان وجود دارد. مدل پيشنهادی با استفاده از مثال عددی پياده سازی شده و جوابهای بهينه به دست 

آمده، مورد بررسی و تحليل قرار گرفته است. 

 

واژه هاي كليدي: برنامه ريزی حمل و نقل ريلی، برنامه ريزی خطوط مسافری، بهينه سازی، برنامه ريزی آرمانی
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مسعود يقينی، عليرضا عليمحمديان، سمانه شريفی

1. مقدمه 
مسئله برنامه ريزی خط1 يا برنامه ريزی مسيرهای مسافری يکي 

از برنامه ريزيهای استراتژيک و سطح بالا در برنامه ريزی حمل و 

نقل مسافر در راه آهن است. در ادبيات مربوط به مهندسي راه آهن، 

ايستگاه های  با  مقصد  و  مبدا  يک  بين  است  مسيری  خط،  يک 

توقف مشخص که دارای تعداد تکرار معين حرکت قطار است. 

مقاصد  و  مبادی  دارای  خط  يک  در  مختلف  قطارهای  حرکت 

اعزام و ورود متفاوت هستند. هدف مسئله  مشخص و زمانهای 

مورد نظر، انتخاب خطوط بهينه از ميان خطوط پيشنهادی است که 

حداکثر خدمت را برای مشتريان که همان مسافران هستند ايجاد 

کرده و همچنين هزينه های عملياتي خطوط را کمينه کند. خدمت 

ارائه شده به مسافران را مي توان توسط چندين شاخص بيان کرد. 

يکي از شاخصهای مهم، مسافران مستقيم است. به طور معمول 

مسافران تمايل دارند که مسير سفر خود از مبدا به مقصد را به 

صورت مستقيم طی کنند. مسافران مستقيم در برنامه ريزی خط، 

به مسافرانی گفته مي شود که در سفر از مبدا به مقصدشان نياز به 

.]Caprara et. al., 2006[ تعويض قطار نداشته باشند

هزينه های عملياتي به طور معمول متناسب با طول و تعداد تکرار 

خطوط هستند. وروديهای مورد نياز برای مسئله برنامه ريزی خط، 

شامل زيرساختهای موجود )ايستگاه ها و مسير بين ايستگاه ها( و 

تقاضای سفر بين هر زوج مبدا و مقصد است. بنابراين تقاضا به 

شبکه  اگر  شود.  می  تعريف  مقصد  مبدا-  ماتريس  يک  صورت 

ايستگاه ها  کننده  بيان   V شود،  داده  نمايش   G ) V، E ( با  ريلی 

يا  مفروض  متوالي  ايستگاه  دو  بين  مسيرهای  کننده  بيان   E و 

تنها  خط،  ريزی  برنامه  مسئله  در  است.  شبکه  کمانهای  همان 

ايستگاه هايی در نظر گرفته می شوند که دارای يک تعداد حداقل 

تلاقی  يا  باری  جنبه  که  ايستگاه هايی  رو  اين  از  باشند.  مسافر 

نظر گرفته  در  دارند  اندکی  مسافران  که  ايستگاه هايی  يا  و  دارند 

نمی شوند. مجموعه V از n ايستگاه يا گره تشکيل شده است. 

ماتريس تقاضای ورودی يک ماتريس n×n است. بايد توجه کرد 

که در اين مدل، تقاضا در مسير رفت با تقاضا در مسير برگشت، 

يکسان در نظر گرفته مي شود و برابر با حداکثر تقاضای رفت يا 

از  استفاده چرخشی2  اين مسئله،  برگشت فرض مي شود. علت 

ناوگان )واگن مسافری( است. يعني قطار در عکس جهت رفت 

با  بايد  رفت  مسير  در  تکرار  تعداد  بنابراين  گردد.  مي  باز  خود 

تعداد تکرار در مسير برگشت يکسان باشد، به همين دليل حداکثر 

تقاضا در مسير رفت يا برگشت به عنوان تقاضای زوج ايستگاه 

در نظر گرفته مي شود. مسافران در مبدا ممکن است مسيرهای 

مختلفی را برای رسيدن به مقصد داشته باشند، اما در تمام مدلهای 

برنامه ريزی خط فرض می شود که مسافران کوتاه ترين مسير ريلی 

انتخاب می کنند. همچنين مدلها  را برای رسيدن به مقصد خود 

می توانند خطوط مسافری را به گونه ای انتخاب کنند که در تمام 

ايستگاه ها توقف کنند و يا با توجه به نوع قطار مورد استفاده تنها 

در ايستگاه های خاص همان خط، توقف داشته باشند. مدلی که 

در اين مقاله ارائه شده است به گونه ای است که با وجود داشتن 

تنوع ناوگان، قطارها در تمام ايستگاه ها توقف می کنند. بايد توجه 

رضايتمندی  افزايش  باعث  انتخابی  که خطوط  در صورتی  شود 

مشتريان يا همان مسافران شود، به طور قطع تقاضای سفر بين هر 

زوج ايستگاه افزايش خواهد يافت و اين مسئله افزايش و تداوم 

سودآوری سازمان را تامين می کند و از سمت ديگر نيز نياز به 

برنامه ريزی مجدد خطوط  مسافری پس از طی زمانی که تغييرات 

 Caprara[ محسوس در تقاضای سفر رخ دهد را ايجاب می کند

.]et. al., 2006

با  کنند  مي  فعاليت  مسافر  نقل  و  در حوزه حمل  که  شرکتهايي 

در  سطوح  اين  هستند،  روبرو  ريزی  برنامه  مختلف  سطوح 

 Goossens, Hoesel and[. شکل )1( نشان داده شده است 

]Kroon, 2006

تقاضا،  بيني  پيش  شود،  مي  مشاهده   1 در شکل  که  طور  همان 

حمل  حوزه  در  ريلی  نقل  و  حمل  ريزی  برنامه  در  قدم  اولين 

مسافر است که  يکي از پيش نيازهای برنامه ريزی خط يا تعيين 

زوج  هر  بين  تقاضای  مرحله  اين  در  است.  مسافری  مسيرهای 

ايستگاه برآورد می شود.

پيش بينی دقيق تقاضای مسافر، مبنای ساير برنامه ريزی ها در حمل 

و نقل مسافر است. مقالات متعددی به برآورد تقاضای مسافر 
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pour, 2009[ مراجعه شود.

مدلي که در اين مقاله ارائه شده، توسعه داده شده مدل بوسيک 

 Bussieck, Kreuzer, and Zimmermann,[  و همکاران

سازی  بيشينه  هدف  تابع  دو  پيشنهادی،  مدل  در  است.   ]1996

مسافران مستقيم و کمينه سازی مجموع هزينه های ثابت و متغير 

در نظر گرفته شده است. برای حل اين مسئله دو هدفه،  از روش 

برنامه ريزی آرمانی6 استفاده شده است. روشهای تصميم گيری با 

اهداف چندگانه به چند دسته تقسيم می شوند، روش برنامه ريزی 

آرمانی جزء روشهايی محسوب می شود که نياز به اطلاعات اوليه 

به صورت کمی و کيفی از تصميم گيرندگان دارد. اطلاعات کمی 

همان مقدار هدف برای هر تابع و اطلاعات کيفی نحوه دسترسی 

مسئله  آرمانی  ريزی  برنامه  روش  از  استفاده  با  است.  هدف  به 

چند هدفه با k هدف، m  محدوديت وq  متغير به يک مسئله 

شود   می  تبديل  متغير   q+2k و  محدوديت   m+k با  هدفه  تک 

استفاده  اين پژوهش،  نوآوری ديگر    .]Asgharpour, 2009[

تغييراتی در  باعث  امر  اين  ناوگان است که  نوع  از يک  بيش  از 

متغيرها و محدوديتها می شود، همچنين برای هر يک از ناوگان 

مورد استفاده، محدوديت تعداد ناوگان موجود با توجه به خطوطی 

که انتخاب می شوند در نظر گرفته شده است.

با  خط  ريزی  برنامه  برای  پيشنهادی  مدل  يک  دوم،  بخش  در 

سرعت  و  ظرفيت  با  مسافری  واگنهای  از  )استفاده  ناوگان  تنوع 

سير متفاوت در هر مسير( و محدوديت تعداد ناوگان به صورت 

چند هدفه با کمک برنامه ريزی آرمانی بيان مي شود. پياده سازی 

مدل با استفاده از مثال عددی و بررسی و تحليل نتايج به دست 

آمده در بخش سوم ارائه شده است. در بخش آخر نتيجه گيری و 

زمينه های پژوهش و تحقيقات آتی ارائه می شود. 

2. مدل پيشنهادی
مدل برنامه ريزی خطوط مسافری که در اين مقاله ارائه می شود، 

دو هدف بيشينه سازی مسافران مستقيم و کمينه سازی مجموع 

را  آرمانی  ريزی  برنامه  روش  کمک  به  عملياتی  هزينه های 

تضمين می کند. مقدار هدف برای بيشينه سازی مسافران مستقيم، 

مجموع کل تقاضای سفر است، زيرا در مسئله برنامه ريزی خط، 

جابجايی کليه مسافران به صورت مستقيم مهم بوده و مقدار هدف 

می شود.  فرض  مسئله  ورودی  عنوان  به  هزينه ها  مجموع  برای 

تقاضا،  محدوديت  شامل  خط،  برنامه ريزی  مسئله  محدوديتهای 

پايين  و  بالا  حد  و  شده  اعزام  قطار  هر  ظرفيت  محدوديت 

بيان  محدوديتهای  بر  علاوه  است.  کمان  هر  روی  اعزامها 

به  استفاده  مورد  ناوگان  تعداد  محدوديت  مدل  اين  در  شده، 

می تواند  که  است  گونه ای  به  مدل  و  شده  اضافه  محدوديتها 

تعداد  با  ناوگان  مختلف  نوع  چند  با  را  پيشنهادی  خطوط 

ارائه  تاکنون  که  مقالاتی  در  کند.  ايجاد  نوع  هر  از  مشخص 

تضمين  برای  کمان  هر  روی  تکرار  تعداد  پايين  حد  اند،  شده 

است.  غير مستقيم  و  مستقيم  صورت  به  مسافران  کل  جابجايی 

يک  شکل  به  محدوديت  اين  تغييراتی  اعمال  با  مدل  اين  در 

محدوديت جديد به صورتی که روی هر کمان بايد يک کمينه 

در  است.  شده  اعمال  شود،  ايجاد  جابجايی  برای  ظرفيتی 

مدل  در  استفاده  مورد  پارامترهای  و  تصميم  متغيرهای  ادامه، 

پيشنهادی مدل رياضی ارائه می شود.

• شمارنده ها:

4 
 

 [Bussieck, Kreuzer, and Zimmermann, 1996]  ّوکبراى، تَعؼِ زازُ ؽسُ هسل ثَعیک ٍ ارائِ ؽسُهسلی کِ زر ایي همبلِ        
ؽسُ  زر ًظز گزفتِهغتمین ٍ کویٌِ عبسی هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز  هغبفزاىزٍ تبثغ ّسف ثیؾیٌِ عبسی  ،زر هسل پیؾٌْبزیاعت. 

گبًِ ثِ چٌس رٍؽْبی تقوین گیزی ثب اّساف چٌس اعتفبزُ ؽسُ اعت. 6ریشی آرهبًیاس رٍػ ثزًبهِ  ، اعت. ثزای حل ایي هغئلِ زٍ ّسفِ
رٍؽْبیی هحغَة هی ؽَز کِ ًیبس ثِ اىلاػبت اٍلیِ ثِ فَرت کوی ٍ کیفی اس تقوین  ءزعتِ تمغین هی ؽًَس، رٍػ ثزًبهِ ریشی آرهبًی خش

ثب اعتفبزُ اس رٍػ ثزًبهِ ریشی  .اعتت کیفی ًحَُ زعتزعی ثِ ّسف زارز. اىلاػبت کوی ّوبى همسار ّسف ثزای ّز تبثغ ٍ اىلاػب گبىگیزًس
  هتغیز تجسیل هی ؽَز q+2kهحسٍزیت ٍ  m+kهتغیز ثِ یک هغلِ تک ّسفِ ثب   qهحسٍزیت ٍ  m ّسف، kآرهبًی هغئلِ چٌس ّسفِ ثب 
[Asgharpour, 2009]  . هتغیزّبِ ایي اهز ثبػث تغییزاتی زر ًَع ًبٍگبى اعت ک ثیؼ اس یک اعتفبزُ اس، پضٍّؼزیگز ایي ًَآٍری  ٍ

هحسٍزیت تؼساز ًبٍگبى هَخَز ثب تَخِ ثِ ذيَىی کِ اًتربة هی ؽًَس  ،هحسٍزیتْب هی ؽَز، ّوچٌیي ثزای ّز یک اس ًبٍگبى هَرز اعتفبزُ
 ؽسُ اعت. زر ًظز گزفتِ

بٍت فزُ اس ٍاگٌْبی هغبفزی ثب ظزفیت ٍ عزػت عیز هت)اعتفب ثب تٌَع ًبٍگبىثزًبهِ ریشی ذو ی هسل پیؾٌْبزی ثزایک ، زر ثرؼ زٍم      
هثبل پیبزُ عبسی هسل ثب اعتفبزُ اس هی ؽَز.  ثیبىٍ هحسٍزیت تؼساز ًبٍگبى ثِ فَرت چٌس ّسفِ ثب کوک ثزًبهِ ریشی آرهبًی  زر ّز هغیز(

آتی  بتیزی ٍ سهیٌِ ّبی پضٍّؼ ٍ تحمیم. زر ثرؼ آذز ًتیدِ گارائِ ؽسُ اعت عَمزر ثرؼ ًتبیح ثِ زعت آهسُ ثزرعی ٍ تحلیل ٍ ػسزی 
 ارائِ هی ؽَز. 

 مدل پيطىُادی .2

هغتمین ٍ کویٌِ عبسی هدوَع ّشیٌِ ّبی  هغبفزاى، زٍ ّسف ثیؾیٌِ عبسی کِ زر ایي همبلِ ارائِ هی ؽَز هسل ثزًبهِ ریشی ذيَه هغبفزی
هغتمین، هدوَع کل تمبمبی عفز  هغبفزاىای ثیؾیٌِ عبسی تنویي هی کٌس. همسار ّسف ثز ػولیبتی  ثِ کوک رٍػ ثزًبهِ ریشی آرهبًی را

ٍ همسار ّسف ثزای هدوَع ّشیٌِ ّب ثِ ػٌَاى  هْن ثَزُثِ فَرت هغتمین  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ  ،ریشی ذو سیزا زر هغئلِ ثزًبهِ ،اعت
حس ثبلا  ٍ ظزفیت ّز ليبر اػشام ؽسُ ؽبهل هحسٍزیت تمبمب، هحسٍزیت ،هحسٍزیتْبی هغئلِ ثزًبهِ ریشی ذوٍرٍزی هغئلِ فزك هی ؽَز. 
هحسٍزیت تؼساز ًبٍگبى هَرز اعتفبزُ ثِ هحسٍزیتْب امبفِ  هسل. ػلاٍُ ثز هحسٍزیتْبی ثیبى ؽسُ، زر ایي اعتٍ پبییي اػشاهْب رٍی ّز کوبى 

زر همبلاتی  ّز ًَع ایدبز کٌس. عت کِ هی تَاًس ذيَه پیؾٌْبزی را ثب چٌس ًَع هرتلف ًبٍگبى ثب تؼساز هؾرـ اسا ؽسُ ٍ هسل ثِ گًَِ ای
زر  اعت.ثِ فَرت هغتمین ٍ غیز هغتمین  هغبفزاى، حس پبییي تؼساز تکزار رٍی ّز کوبى ثزای تنویي خبثدبیی کل تبکٌَى ارائِ ؽسُ اًسکِ 

ثدبیی یتی ثزای خبظزف کویٌِیک  ثبیسثب اػوبل تغییزاتی ایي هحسٍزیت ثِ ؽکل یک هحسٍزیت خسیس ثِ فَرتی کِ رٍی ّز کوبى  هسلایي 
 .زؽَهسل ریبمی ارائِ هی  زر هسل پیؾٌْبزی ی تقوین ٍ پبراهتزّبی هَرز اعتفبزُهتغیزّب ،زر ازاهِ ایدبز ؽَز، اػوبل ؽسُ اعت.

 :ؽوبرًسُ ّب 

:e  ُکِ کوبًْبی ؽجکِ ثِ ىَریؽوبرًس      eE 

:r  ِؽوبرًسُ ذيَه ثِ ىَری ک   rR 

:h ِؽوبرًسُ ًَع ًبٍگبى ثِ ىَری ک hH 

:a,b کِ ؽوبرًسُ هجسا ٍ همقس ایغتگبُ ثِ ىَری a,bV 
 :هدوَػِ ّب 

:V هدوَػِ ایغتگبُ ّبی هَخَز 

e  :  شمارنده کمانهای شبکه به طوری که  

 

4 
 

 [Bussieck, Kreuzer, and Zimmermann, 1996]  ّوکبراى، تَعؼِ زازُ ؽسُ هسل ثَعیک ٍ ارائِ ؽسُهسلی کِ زر ایي همبلِ        
ؽسُ  زر ًظز گزفتِهغتمین ٍ کویٌِ عبسی هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز  هغبفزاىزٍ تبثغ ّسف ثیؾیٌِ عبسی  ،زر هسل پیؾٌْبزیاعت. 

گبًِ ثِ چٌس رٍؽْبی تقوین گیزی ثب اّساف چٌس اعتفبزُ ؽسُ اعت. 6ریشی آرهبًیاس رٍػ ثزًبهِ  ، اعت. ثزای حل ایي هغئلِ زٍ ّسفِ
رٍؽْبیی هحغَة هی ؽَز کِ ًیبس ثِ اىلاػبت اٍلیِ ثِ فَرت کوی ٍ کیفی اس تقوین  ءزعتِ تمغین هی ؽًَس، رٍػ ثزًبهِ ریشی آرهبًی خش

ثب اعتفبزُ اس رٍػ ثزًبهِ ریشی  .اعتت کیفی ًحَُ زعتزعی ثِ ّسف زارز. اىلاػبت کوی ّوبى همسار ّسف ثزای ّز تبثغ ٍ اىلاػب گبىگیزًس
  هتغیز تجسیل هی ؽَز q+2kهحسٍزیت ٍ  m+kهتغیز ثِ یک هغلِ تک ّسفِ ثب   qهحسٍزیت ٍ  m ّسف، kآرهبًی هغئلِ چٌس ّسفِ ثب 
[Asgharpour, 2009]  . هتغیزّبِ ایي اهز ثبػث تغییزاتی زر ًَع ًبٍگبى اعت ک ثیؼ اس یک اعتفبزُ اس، پضٍّؼزیگز ایي ًَآٍری  ٍ

هحسٍزیت تؼساز ًبٍگبى هَخَز ثب تَخِ ثِ ذيَىی کِ اًتربة هی ؽًَس  ،هحسٍزیتْب هی ؽَز، ّوچٌیي ثزای ّز یک اس ًبٍگبى هَرز اعتفبزُ
 ؽسُ اعت. زر ًظز گزفتِ

بٍت فزُ اس ٍاگٌْبی هغبفزی ثب ظزفیت ٍ عزػت عیز هت)اعتفب ثب تٌَع ًبٍگبىثزًبهِ ریشی ذو ی هسل پیؾٌْبزی ثزایک ، زر ثرؼ زٍم      
هثبل پیبزُ عبسی هسل ثب اعتفبزُ اس هی ؽَز.  ثیبىٍ هحسٍزیت تؼساز ًبٍگبى ثِ فَرت چٌس ّسفِ ثب کوک ثزًبهِ ریشی آرهبًی  زر ّز هغیز(

آتی  بتیزی ٍ سهیٌِ ّبی پضٍّؼ ٍ تحمیم. زر ثرؼ آذز ًتیدِ گارائِ ؽسُ اعت عَمزر ثرؼ ًتبیح ثِ زعت آهسُ ثزرعی ٍ تحلیل ٍ ػسزی 
 ارائِ هی ؽَز. 

 مدل پيطىُادی .2

هغتمین ٍ کویٌِ عبسی هدوَع ّشیٌِ ّبی  هغبفزاى، زٍ ّسف ثیؾیٌِ عبسی کِ زر ایي همبلِ ارائِ هی ؽَز هسل ثزًبهِ ریشی ذيَه هغبفزی
هغتمین، هدوَع کل تمبمبی عفز  هغبفزاىای ثیؾیٌِ عبسی تنویي هی کٌس. همسار ّسف ثز ػولیبتی  ثِ کوک رٍػ ثزًبهِ ریشی آرهبًی را

ٍ همسار ّسف ثزای هدوَع ّشیٌِ ّب ثِ ػٌَاى  هْن ثَزُثِ فَرت هغتمین  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ  ،ریشی ذو سیزا زر هغئلِ ثزًبهِ ،اعت
حس ثبلا  ٍ ظزفیت ّز ليبر اػشام ؽسُ ؽبهل هحسٍزیت تمبمب، هحسٍزیت ،هحسٍزیتْبی هغئلِ ثزًبهِ ریشی ذوٍرٍزی هغئلِ فزك هی ؽَز. 
هحسٍزیت تؼساز ًبٍگبى هَرز اعتفبزُ ثِ هحسٍزیتْب امبفِ  هسل. ػلاٍُ ثز هحسٍزیتْبی ثیبى ؽسُ، زر ایي اعتٍ پبییي اػشاهْب رٍی ّز کوبى 

زر همبلاتی  ّز ًَع ایدبز کٌس. عت کِ هی تَاًس ذيَه پیؾٌْبزی را ثب چٌس ًَع هرتلف ًبٍگبى ثب تؼساز هؾرـ اسا ؽسُ ٍ هسل ثِ گًَِ ای
زر  اعت.ثِ فَرت هغتمین ٍ غیز هغتمین  هغبفزاى، حس پبییي تؼساز تکزار رٍی ّز کوبى ثزای تنویي خبثدبیی کل تبکٌَى ارائِ ؽسُ اًسکِ 

ثدبیی یتی ثزای خبظزف کویٌِیک  ثبیسثب اػوبل تغییزاتی ایي هحسٍزیت ثِ ؽکل یک هحسٍزیت خسیس ثِ فَرتی کِ رٍی ّز کوبى  هسلایي 
 .زؽَهسل ریبمی ارائِ هی  زر هسل پیؾٌْبزی ی تقوین ٍ پبراهتزّبی هَرز اعتفبزُهتغیزّب ،زر ازاهِ ایدبز ؽَز، اػوبل ؽسُ اعت.

 :ؽوبرًسُ ّب 

:e  ُکِ کوبًْبی ؽجکِ ثِ ىَریؽوبرًس      eE 

:r  ِؽوبرًسُ ذيَه ثِ ىَری ک   rR 

:h ِؽوبرًسُ ًَع ًبٍگبى ثِ ىَری ک hH 

:a,b کِ ؽوبرًسُ هجسا ٍ همقس ایغتگبُ ثِ ىَری a,bV 
 :هدوَػِ ّب 

:V هدوَػِ ایغتگبُ ّبی هَخَز 

r : شمارنده خطوط به طوری که  
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 [Bussieck, Kreuzer, and Zimmermann, 1996]  ّوکبراى، تَعؼِ زازُ ؽسُ هسل ثَعیک ٍ ارائِ ؽسُهسلی کِ زر ایي همبلِ        
ؽسُ  زر ًظز گزفتِهغتمین ٍ کویٌِ عبسی هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز  هغبفزاىزٍ تبثغ ّسف ثیؾیٌِ عبسی  ،زر هسل پیؾٌْبزیاعت. 

گبًِ ثِ چٌس رٍؽْبی تقوین گیزی ثب اّساف چٌس اعتفبزُ ؽسُ اعت. 6ریشی آرهبًیاس رٍػ ثزًبهِ  ، اعت. ثزای حل ایي هغئلِ زٍ ّسفِ
رٍؽْبیی هحغَة هی ؽَز کِ ًیبس ثِ اىلاػبت اٍلیِ ثِ فَرت کوی ٍ کیفی اس تقوین  ءزعتِ تمغین هی ؽًَس، رٍػ ثزًبهِ ریشی آرهبًی خش

ثب اعتفبزُ اس رٍػ ثزًبهِ ریشی  .اعتت کیفی ًحَُ زعتزعی ثِ ّسف زارز. اىلاػبت کوی ّوبى همسار ّسف ثزای ّز تبثغ ٍ اىلاػب گبىگیزًس
  هتغیز تجسیل هی ؽَز q+2kهحسٍزیت ٍ  m+kهتغیز ثِ یک هغلِ تک ّسفِ ثب   qهحسٍزیت ٍ  m ّسف، kآرهبًی هغئلِ چٌس ّسفِ ثب 
[Asgharpour, 2009]  . هتغیزّبِ ایي اهز ثبػث تغییزاتی زر ًَع ًبٍگبى اعت ک ثیؼ اس یک اعتفبزُ اس، پضٍّؼزیگز ایي ًَآٍری  ٍ

هحسٍزیت تؼساز ًبٍگبى هَخَز ثب تَخِ ثِ ذيَىی کِ اًتربة هی ؽًَس  ،هحسٍزیتْب هی ؽَز، ّوچٌیي ثزای ّز یک اس ًبٍگبى هَرز اعتفبزُ
 ؽسُ اعت. زر ًظز گزفتِ

بٍت فزُ اس ٍاگٌْبی هغبفزی ثب ظزفیت ٍ عزػت عیز هت)اعتفب ثب تٌَع ًبٍگبىثزًبهِ ریشی ذو ی هسل پیؾٌْبزی ثزایک ، زر ثرؼ زٍم      
هثبل پیبزُ عبسی هسل ثب اعتفبزُ اس هی ؽَز.  ثیبىٍ هحسٍزیت تؼساز ًبٍگبى ثِ فَرت چٌس ّسفِ ثب کوک ثزًبهِ ریشی آرهبًی  زر ّز هغیز(

آتی  بتیزی ٍ سهیٌِ ّبی پضٍّؼ ٍ تحمیم. زر ثرؼ آذز ًتیدِ گارائِ ؽسُ اعت عَمزر ثرؼ ًتبیح ثِ زعت آهسُ ثزرعی ٍ تحلیل ٍ ػسزی 
 ارائِ هی ؽَز. 

 مدل پيطىُادی .2

هغتمین ٍ کویٌِ عبسی هدوَع ّشیٌِ ّبی  هغبفزاى، زٍ ّسف ثیؾیٌِ عبسی کِ زر ایي همبلِ ارائِ هی ؽَز هسل ثزًبهِ ریشی ذيَه هغبفزی
هغتمین، هدوَع کل تمبمبی عفز  هغبفزاىای ثیؾیٌِ عبسی تنویي هی کٌس. همسار ّسف ثز ػولیبتی  ثِ کوک رٍػ ثزًبهِ ریشی آرهبًی را

ٍ همسار ّسف ثزای هدوَع ّشیٌِ ّب ثِ ػٌَاى  هْن ثَزُثِ فَرت هغتمین  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ  ،ریشی ذو سیزا زر هغئلِ ثزًبهِ ،اعت
حس ثبلا  ٍ ظزفیت ّز ليبر اػشام ؽسُ ؽبهل هحسٍزیت تمبمب، هحسٍزیت ،هحسٍزیتْبی هغئلِ ثزًبهِ ریشی ذوٍرٍزی هغئلِ فزك هی ؽَز. 
هحسٍزیت تؼساز ًبٍگبى هَرز اعتفبزُ ثِ هحسٍزیتْب امبفِ  هسل. ػلاٍُ ثز هحسٍزیتْبی ثیبى ؽسُ، زر ایي اعتٍ پبییي اػشاهْب رٍی ّز کوبى 

زر همبلاتی  ّز ًَع ایدبز کٌس. عت کِ هی تَاًس ذيَه پیؾٌْبزی را ثب چٌس ًَع هرتلف ًبٍگبى ثب تؼساز هؾرـ اسا ؽسُ ٍ هسل ثِ گًَِ ای
زر  اعت.ثِ فَرت هغتمین ٍ غیز هغتمین  هغبفزاى، حس پبییي تؼساز تکزار رٍی ّز کوبى ثزای تنویي خبثدبیی کل تبکٌَى ارائِ ؽسُ اًسکِ 

ثدبیی یتی ثزای خبظزف کویٌِیک  ثبیسثب اػوبل تغییزاتی ایي هحسٍزیت ثِ ؽکل یک هحسٍزیت خسیس ثِ فَرتی کِ رٍی ّز کوبى  هسلایي 
 .زؽَهسل ریبمی ارائِ هی  زر هسل پیؾٌْبزی ی تقوین ٍ پبراهتزّبی هَرز اعتفبزُهتغیزّب ،زر ازاهِ ایدبز ؽَز، اػوبل ؽسُ اعت.

 :ؽوبرًسُ ّب 

:e  ُکِ کوبًْبی ؽجکِ ثِ ىَریؽوبرًس      eE 

:r  ِؽوبرًسُ ذيَه ثِ ىَری ک   rR 

:h ِؽوبرًسُ ًَع ًبٍگبى ثِ ىَری ک hH 

:a,b کِ ؽوبرًسُ هجسا ٍ همقس ایغتگبُ ثِ ىَری a,bV 
 :هدوَػِ ّب 

:V هدوَػِ ایغتگبُ ّبی هَخَز 

h : شمارنده نوع ناوگان به طوری که 
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 [Bussieck, Kreuzer, and Zimmermann, 1996]  ّوکبراى، تَعؼِ زازُ ؽسُ هسل ثَعیک ٍ ارائِ ؽسُهسلی کِ زر ایي همبلِ        
ؽسُ  زر ًظز گزفتِهغتمین ٍ کویٌِ عبسی هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز  هغبفزاىزٍ تبثغ ّسف ثیؾیٌِ عبسی  ،زر هسل پیؾٌْبزیاعت. 

گبًِ ثِ چٌس رٍؽْبی تقوین گیزی ثب اّساف چٌس اعتفبزُ ؽسُ اعت. 6ریشی آرهبًیاس رٍػ ثزًبهِ  ، اعت. ثزای حل ایي هغئلِ زٍ ّسفِ
رٍؽْبیی هحغَة هی ؽَز کِ ًیبس ثِ اىلاػبت اٍلیِ ثِ فَرت کوی ٍ کیفی اس تقوین  ءزعتِ تمغین هی ؽًَس، رٍػ ثزًبهِ ریشی آرهبًی خش

ثب اعتفبزُ اس رٍػ ثزًبهِ ریشی  .اعتت کیفی ًحَُ زعتزعی ثِ ّسف زارز. اىلاػبت کوی ّوبى همسار ّسف ثزای ّز تبثغ ٍ اىلاػب گبىگیزًس
  هتغیز تجسیل هی ؽَز q+2kهحسٍزیت ٍ  m+kهتغیز ثِ یک هغلِ تک ّسفِ ثب   qهحسٍزیت ٍ  m ّسف، kآرهبًی هغئلِ چٌس ّسفِ ثب 
[Asgharpour, 2009]  . هتغیزّبِ ایي اهز ثبػث تغییزاتی زر ًَع ًبٍگبى اعت ک ثیؼ اس یک اعتفبزُ اس، پضٍّؼزیگز ایي ًَآٍری  ٍ

هحسٍزیت تؼساز ًبٍگبى هَخَز ثب تَخِ ثِ ذيَىی کِ اًتربة هی ؽًَس  ،هحسٍزیتْب هی ؽَز، ّوچٌیي ثزای ّز یک اس ًبٍگبى هَرز اعتفبزُ
 ؽسُ اعت. زر ًظز گزفتِ

بٍت فزُ اس ٍاگٌْبی هغبفزی ثب ظزفیت ٍ عزػت عیز هت)اعتفب ثب تٌَع ًبٍگبىثزًبهِ ریشی ذو ی هسل پیؾٌْبزی ثزایک ، زر ثرؼ زٍم      
هثبل پیبزُ عبسی هسل ثب اعتفبزُ اس هی ؽَز.  ثیبىٍ هحسٍزیت تؼساز ًبٍگبى ثِ فَرت چٌس ّسفِ ثب کوک ثزًبهِ ریشی آرهبًی  زر ّز هغیز(

آتی  بتیزی ٍ سهیٌِ ّبی پضٍّؼ ٍ تحمیم. زر ثرؼ آذز ًتیدِ گارائِ ؽسُ اعت عَمزر ثرؼ ًتبیح ثِ زعت آهسُ ثزرعی ٍ تحلیل ٍ ػسزی 
 ارائِ هی ؽَز. 

 مدل پيطىُادی .2

هغتمین ٍ کویٌِ عبسی هدوَع ّشیٌِ ّبی  هغبفزاى، زٍ ّسف ثیؾیٌِ عبسی کِ زر ایي همبلِ ارائِ هی ؽَز هسل ثزًبهِ ریشی ذيَه هغبفزی
هغتمین، هدوَع کل تمبمبی عفز  هغبفزاىای ثیؾیٌِ عبسی تنویي هی کٌس. همسار ّسف ثز ػولیبتی  ثِ کوک رٍػ ثزًبهِ ریشی آرهبًی را

ٍ همسار ّسف ثزای هدوَع ّشیٌِ ّب ثِ ػٌَاى  هْن ثَزُثِ فَرت هغتمین  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ  ،ریشی ذو سیزا زر هغئلِ ثزًبهِ ،اعت
حس ثبلا  ٍ ظزفیت ّز ليبر اػشام ؽسُ ؽبهل هحسٍزیت تمبمب، هحسٍزیت ،هحسٍزیتْبی هغئلِ ثزًبهِ ریشی ذوٍرٍزی هغئلِ فزك هی ؽَز. 
هحسٍزیت تؼساز ًبٍگبى هَرز اعتفبزُ ثِ هحسٍزیتْب امبفِ  هسل. ػلاٍُ ثز هحسٍزیتْبی ثیبى ؽسُ، زر ایي اعتٍ پبییي اػشاهْب رٍی ّز کوبى 

زر همبلاتی  ّز ًَع ایدبز کٌس. عت کِ هی تَاًس ذيَه پیؾٌْبزی را ثب چٌس ًَع هرتلف ًبٍگبى ثب تؼساز هؾرـ اسا ؽسُ ٍ هسل ثِ گًَِ ای
زر  اعت.ثِ فَرت هغتمین ٍ غیز هغتمین  هغبفزاى، حس پبییي تؼساز تکزار رٍی ّز کوبى ثزای تنویي خبثدبیی کل تبکٌَى ارائِ ؽسُ اًسکِ 

ثدبیی یتی ثزای خبظزف کویٌِیک  ثبیسثب اػوبل تغییزاتی ایي هحسٍزیت ثِ ؽکل یک هحسٍزیت خسیس ثِ فَرتی کِ رٍی ّز کوبى  هسلایي 
 .زؽَهسل ریبمی ارائِ هی  زر هسل پیؾٌْبزی ی تقوین ٍ پبراهتزّبی هَرز اعتفبزُهتغیزّب ،زر ازاهِ ایدبز ؽَز، اػوبل ؽسُ اعت.

 :ؽوبرًسُ ّب 

:e  ُکِ کوبًْبی ؽجکِ ثِ ىَریؽوبرًس      eE 

:r  ِؽوبرًسُ ذيَه ثِ ىَری ک   rR 

:h ِؽوبرًسُ ًَع ًبٍگبى ثِ ىَری ک hH 

:a,b کِ ؽوبرًسُ هجسا ٍ همقس ایغتگبُ ثِ ىَری a,bV 
 :هدوَػِ ّب 

:V هدوَػِ ایغتگبُ ّبی هَخَز 

a,b : شمارنده مبدا و مقصد ايستگاه به طوری که 

• مجموعه ها:
V : مجموعه ايستگاه های موجود

E : مجموعه کمانهای شبکه

H : مجموعه ناوگان موجود

R : مجموعه خطوط پيشنهادی

 : مجموعه خطوطی که می تواند تقاضای سفر از a به b را 

5 
 

:E ِهدوَػِ کوبًْبی ؽجک 
:H هدوَػِ ًبٍگبى هَخَز 
:R وَػِ ذيَه پیؾٌْبزیهد 
: ,a bT  .کٌسرا ثِ فَرت هغتمین خبثدب  bثِ  aهدوَػِ ذيَىی کِ هی تَاًس تمبمبی عفز اس  
: rL  ىی هی ؽًَس.  rهدوَػِ کوبًْبیی کِ تَعو ذو  
: ,a bS  a ٍbتزیي هغیز ثیي  بُهدوَػِ کوبًْبی تؾکیل زٌّسُ کَت 

 :پبراهتزّب 

: ,a bd  ثزًبهِ ریشی سهبى ثِ ًفز)هغبفز( زر ٍاحس bثِ  aتمبمبی عفز اس  
:ue  رٍی کوبى  اػشام ليبرحس ثبلای تؼسازe زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی 
: h

r  ثز حغت عبػت فت یب ثزگؾتزر هغیز ر rرٍی ذو  hسهبى عفز ًبٍگبى  
: h  h مزیت ثْزُ ثززاری اس ًبٍگبى 
: h

rp  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ هتغیز ًبٍگبى  
:Y هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ همسار ّسف ثزای هدوَع ّشیٌِ ّب  
: 2w  هغتمین هغبفزاىمزیت ارسػ تبثغ  
: 1w  هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز مزیت ارسػ تبثغ  
: hc  hظزفیت ًبٍگبى ًَع  
:ψe  کل تمبمب عفز رٍی کوبىe  )زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی ثِ ًفز )هغبفز 
:Θ ثِ عبػت ثزای ثزًبهِ ریشی ذو کل سهبى زر زعتزط 
: h  hتؼساز ًبٍگبى هَخَز اس ًَع  
: h

rq  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ ثبثت ًبٍگبى  
:M ثغیبر ثشرگ هثجت یک ػسز 

 :هتغیزّبی تقوین 

: , ,
h
r a bj  rذو  hتَعو ًبٍگبى  bثِ  aهغتمین اس هجسا  هغبفزاىقوین اس ًَع ػسز فحیح ثیبًگز تؼساز هتغیز ت 

: h
rz  r ذو hهتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ففز یب یک ثیبى کٌٌسُ ٍخَز یب ػسم ٍخَز ًبٍگبى  

: h
rx  rذو  hبًگز تؼساز تکزار ًبٍگبى ًَع هتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ػسز فحیح ثی 

: g   هتغیز کوجَز 
: g   هتغیز هبساز 

 

(1)  1 2 2{ , , }Min g g g    

(2)  1 1( )h h h h
r r r r

r R h H
p x q z g g Y 

 

     

(3)  
,

, , 2 2 ,
, ,

( )
r a b

h
r a b a b

a b V h H a b Ve L r T

j g g d 

   

       

به صورت مستقيم جابجا کند.

 : مجموعه کمانهايی که توسط خط r  طی می شوند.

5 
 

:E ِهدوَػِ کوبًْبی ؽجک 
:H هدوَػِ ًبٍگبى هَخَز 
:R وَػِ ذيَه پیؾٌْبزیهد 
: ,a bT  .کٌسرا ثِ فَرت هغتمین خبثدب  bثِ  aهدوَػِ ذيَىی کِ هی تَاًس تمبمبی عفز اس  
: rL  ىی هی ؽًَس.  rهدوَػِ کوبًْبیی کِ تَعو ذو  
: ,a bS  a ٍbتزیي هغیز ثیي  بُهدوَػِ کوبًْبی تؾکیل زٌّسُ کَت 

 :پبراهتزّب 

: ,a bd  ثزًبهِ ریشی سهبى ثِ ًفز)هغبفز( زر ٍاحس bثِ  aتمبمبی عفز اس  
:ue  رٍی کوبى  اػشام ليبرحس ثبلای تؼسازe زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی 
: h

r  ثز حغت عبػت فت یب ثزگؾتزر هغیز ر rرٍی ذو  hسهبى عفز ًبٍگبى  
: h  h مزیت ثْزُ ثززاری اس ًبٍگبى 
: h

rp  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ هتغیز ًبٍگبى  
:Y هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ همسار ّسف ثزای هدوَع ّشیٌِ ّب  
: 2w  هغتمین هغبفزاىمزیت ارسػ تبثغ  
: 1w  هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز مزیت ارسػ تبثغ  
: hc  hظزفیت ًبٍگبى ًَع  
:ψe  کل تمبمب عفز رٍی کوبىe  )زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی ثِ ًفز )هغبفز 
:Θ ثِ عبػت ثزای ثزًبهِ ریشی ذو کل سهبى زر زعتزط 
: h  hتؼساز ًبٍگبى هَخَز اس ًَع  
: h

rq  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ ثبثت ًبٍگبى  
:M ثغیبر ثشرگ هثجت یک ػسز 

 :هتغیزّبی تقوین 

: , ,
h
r a bj  rذو  hتَعو ًبٍگبى  bثِ  aهغتمین اس هجسا  هغبفزاىقوین اس ًَع ػسز فحیح ثیبًگز تؼساز هتغیز ت 

: h
rz  r ذو hهتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ففز یب یک ثیبى کٌٌسُ ٍخَز یب ػسم ٍخَز ًبٍگبى  

: h
rx  rذو  hبًگز تؼساز تکزار ًبٍگبى ًَع هتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ػسز فحیح ثی 

: g   هتغیز کوجَز 
: g   هتغیز هبساز 
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مسعود يقينی، عليرضا عليمحمديان، سمانه شريفی
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b و a  مجموعه کمانهای تشکيل دهنده کوتاه ترين مسير بين : 

5 
 

:E ِهدوَػِ کوبًْبی ؽجک 
:H هدوَػِ ًبٍگبى هَخَز 
:R وَػِ ذيَه پیؾٌْبزیهد 
: ,a bT  .کٌسرا ثِ فَرت هغتمین خبثدب  bثِ  aهدوَػِ ذيَىی کِ هی تَاًس تمبمبی عفز اس  
: rL  ىی هی ؽًَس.  rهدوَػِ کوبًْبیی کِ تَعو ذو  
: ,a bS  a ٍbتزیي هغیز ثیي  بُهدوَػِ کوبًْبی تؾکیل زٌّسُ کَت 

 :پبراهتزّب 

: ,a bd  ثزًبهِ ریشی سهبى ثِ ًفز)هغبفز( زر ٍاحس bثِ  aتمبمبی عفز اس  
:ue  رٍی کوبى  اػشام ليبرحس ثبلای تؼسازe زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی 
: h

r  ثز حغت عبػت فت یب ثزگؾتزر هغیز ر rرٍی ذو  hسهبى عفز ًبٍگبى  
: h  h مزیت ثْزُ ثززاری اس ًبٍگبى 
: h

rp  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ هتغیز ًبٍگبى  
:Y هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ همسار ّسف ثزای هدوَع ّشیٌِ ّب  
: 2w  هغتمین هغبفزاىمزیت ارسػ تبثغ  
: 1w  هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز مزیت ارسػ تبثغ  
: hc  hظزفیت ًبٍگبى ًَع  
:ψe  کل تمبمب عفز رٍی کوبىe  )زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی ثِ ًفز )هغبفز 
:Θ ثِ عبػت ثزای ثزًبهِ ریشی ذو کل سهبى زر زعتزط 
: h  hتؼساز ًبٍگبى هَخَز اس ًَع  
: h

rq  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ ثبثت ًبٍگبى  
:M ثغیبر ثشرگ هثجت یک ػسز 

 :هتغیزّبی تقوین 

: , ,
h
r a bj  rذو  hتَعو ًبٍگبى  bثِ  aهغتمین اس هجسا  هغبفزاىقوین اس ًَع ػسز فحیح ثیبًگز تؼساز هتغیز ت 

: h
rz  r ذو hهتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ففز یب یک ثیبى کٌٌسُ ٍخَز یب ػسم ٍخَز ًبٍگبى  

: h
rx  rذو  hبًگز تؼساز تکزار ًبٍگبى ًَع هتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ػسز فحیح ثی 

: g   هتغیز کوجَز 
: g   هتغیز هبساز 
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• پارامترها:
زمان  واحد  در  نفر)مسافر(  به   b به   a از  سفر  تقاضای   :  

5 
 

:E ِهدوَػِ کوبًْبی ؽجک 
:H هدوَػِ ًبٍگبى هَخَز 
:R وَػِ ذيَه پیؾٌْبزیهد 
: ,a bT  .کٌسرا ثِ فَرت هغتمین خبثدب  bثِ  aهدوَػِ ذيَىی کِ هی تَاًس تمبمبی عفز اس  
: rL  ىی هی ؽًَس.  rهدوَػِ کوبًْبیی کِ تَعو ذو  
: ,a bS  a ٍbتزیي هغیز ثیي  بُهدوَػِ کوبًْبی تؾکیل زٌّسُ کَت 

 :پبراهتزّب 

: ,a bd  ثزًبهِ ریشی سهبى ثِ ًفز)هغبفز( زر ٍاحس bثِ  aتمبمبی عفز اس  
:ue  رٍی کوبى  اػشام ليبرحس ثبلای تؼسازe زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی 
: h

r  ثز حغت عبػت فت یب ثزگؾتزر هغیز ر rرٍی ذو  hسهبى عفز ًبٍگبى  
: h  h مزیت ثْزُ ثززاری اس ًبٍگبى 
: h

rp  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ هتغیز ًبٍگبى  
:Y هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ همسار ّسف ثزای هدوَع ّشیٌِ ّب  
: 2w  هغتمین هغبفزاىمزیت ارسػ تبثغ  
: 1w  هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز مزیت ارسػ تبثغ  
: hc  hظزفیت ًبٍگبى ًَع  
:ψe  کل تمبمب عفز رٍی کوبىe  )زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی ثِ ًفز )هغبفز 
:Θ ثِ عبػت ثزای ثزًبهِ ریشی ذو کل سهبى زر زعتزط 
: h  hتؼساز ًبٍگبى هَخَز اس ًَع  
: h

rq  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ ثبثت ًبٍگبى  
:M ثغیبر ثشرگ هثجت یک ػسز 

 :هتغیزّبی تقوین 

: , ,
h
r a bj  rذو  hتَعو ًبٍگبى  bثِ  aهغتمین اس هجسا  هغبفزاىقوین اس ًَع ػسز فحیح ثیبًگز تؼساز هتغیز ت 

: h
rz  r ذو hهتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ففز یب یک ثیبى کٌٌسُ ٍخَز یب ػسم ٍخَز ًبٍگبى  

: h
rx  rذو  hبًگز تؼساز تکزار ًبٍگبى ًَع هتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ػسز فحیح ثی 

: g   هتغیز کوجَز 
: g   هتغیز هبساز 
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برنامه ريزی

زمان  واحد  در   e کمان  روی  قطار  اعزام  تعداد  بالای  حد   : ue

برنامه ريزی

 : زمان سفر ناوگان h روی خط r در مسير رفت يا برگشت 

5 
 

:E ِهدوَػِ کوبًْبی ؽجک 
:H هدوَػِ ًبٍگبى هَخَز 
:R وَػِ ذيَه پیؾٌْبزیهد 
: ,a bT  .کٌسرا ثِ فَرت هغتمین خبثدب  bثِ  aهدوَػِ ذيَىی کِ هی تَاًس تمبمبی عفز اس  
: rL  ىی هی ؽًَس.  rهدوَػِ کوبًْبیی کِ تَعو ذو  
: ,a bS  a ٍbتزیي هغیز ثیي  بُهدوَػِ کوبًْبی تؾکیل زٌّسُ کَت 

 :پبراهتزّب 

: ,a bd  ثزًبهِ ریشی سهبى ثِ ًفز)هغبفز( زر ٍاحس bثِ  aتمبمبی عفز اس  
:ue  رٍی کوبى  اػشام ليبرحس ثبلای تؼسازe زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی 
: h

r  ثز حغت عبػت فت یب ثزگؾتزر هغیز ر rرٍی ذو  hسهبى عفز ًبٍگبى  
: h  h مزیت ثْزُ ثززاری اس ًبٍگبى 
: h

rp  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ هتغیز ًبٍگبى  
:Y هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ همسار ّسف ثزای هدوَع ّشیٌِ ّب  
: 2w  هغتمین هغبفزاىمزیت ارسػ تبثغ  
: 1w  هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز مزیت ارسػ تبثغ  
: hc  hظزفیت ًبٍگبى ًَع  
:ψe  کل تمبمب عفز رٍی کوبىe  )زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی ثِ ًفز )هغبفز 
:Θ ثِ عبػت ثزای ثزًبهِ ریشی ذو کل سهبى زر زعتزط 
: h  hتؼساز ًبٍگبى هَخَز اس ًَع  
: h

rq  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ ثبثت ًبٍگبى  
:M ثغیبر ثشرگ هثجت یک ػسز 

 :هتغیزّبی تقوین 

: , ,
h
r a bj  rذو  hتَعو ًبٍگبى  bثِ  aهغتمین اس هجسا  هغبفزاىقوین اس ًَع ػسز فحیح ثیبًگز تؼساز هتغیز ت 

: h
rz  r ذو hهتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ففز یب یک ثیبى کٌٌسُ ٍخَز یب ػسم ٍخَز ًبٍگبى  

: h
rx  rذو  hبًگز تؼساز تکزار ًبٍگبى ًَع هتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ػسز فحیح ثی 

: g   هتغیز کوجَز 
: g   هتغیز هبساز 

 

(1)  1 2 2{ , , }Min g g g    

(2)  1 1( )h h h h
r r r r

r R h H
p x q z g g Y 

 

     

(3)  
,

, , 2 2 ,
, ,

( )
r a b

h
r a b a b

a b V h H a b Ve L r T

j g g d 

   

       

بر حسب ساعت

h ضريب بهره برداری از ناوگان : 

5 
 

:E ِهدوَػِ کوبًْبی ؽجک 
:H هدوَػِ ًبٍگبى هَخَز 
:R وَػِ ذيَه پیؾٌْبزیهد 
: ,a bT  .کٌسرا ثِ فَرت هغتمین خبثدب  bثِ  aهدوَػِ ذيَىی کِ هی تَاًس تمبمبی عفز اس  
: rL  ىی هی ؽًَس.  rهدوَػِ کوبًْبیی کِ تَعو ذو  
: ,a bS  a ٍbتزیي هغیز ثیي  بُهدوَػِ کوبًْبی تؾکیل زٌّسُ کَت 

 :پبراهتزّب 

: ,a bd  ثزًبهِ ریشی سهبى ثِ ًفز)هغبفز( زر ٍاحس bثِ  aتمبمبی عفز اس  
:ue  رٍی کوبى  اػشام ليبرحس ثبلای تؼسازe زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی 
: h

r  ثز حغت عبػت فت یب ثزگؾتزر هغیز ر rرٍی ذو  hسهبى عفز ًبٍگبى  
: h  h مزیت ثْزُ ثززاری اس ًبٍگبى 
: h

rp  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ هتغیز ًبٍگبى  
:Y هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ همسار ّسف ثزای هدوَع ّشیٌِ ّب  
: 2w  هغتمین هغبفزاىمزیت ارسػ تبثغ  
: 1w  هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز مزیت ارسػ تبثغ  
: hc  hظزفیت ًبٍگبى ًَع  
:ψe  کل تمبمب عفز رٍی کوبىe  )زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی ثِ ًفز )هغبفز 
:Θ ثِ عبػت ثزای ثزًبهِ ریشی ذو کل سهبى زر زعتزط 
: h  hتؼساز ًبٍگبى هَخَز اس ًَع  
: h

rq  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ ثبثت ًبٍگبى  
:M ثغیبر ثشرگ هثجت یک ػسز 

 :هتغیزّبی تقوین 

: , ,
h
r a bj  rذو  hتَعو ًبٍگبى  bثِ  aهغتمین اس هجسا  هغبفزاىقوین اس ًَع ػسز فحیح ثیبًگز تؼساز هتغیز ت 

: h
rz  r ذو hهتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ففز یب یک ثیبى کٌٌسُ ٍخَز یب ػسم ٍخَز ًبٍگبى  

: h
rx  rذو  hبًگز تؼساز تکزار ًبٍگبى ًَع هتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ػسز فحیح ثی 

: g   هتغیز کوجَز 
: g   هتغیز هبساز 
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 : هزينه متغير ناوگان h در خط r برحسب واحد هزينه مورد 

5 
 

:E ِهدوَػِ کوبًْبی ؽجک 
:H هدوَػِ ًبٍگبى هَخَز 
:R وَػِ ذيَه پیؾٌْبزیهد 
: ,a bT  .کٌسرا ثِ فَرت هغتمین خبثدب  bثِ  aهدوَػِ ذيَىی کِ هی تَاًس تمبمبی عفز اس  
: rL  ىی هی ؽًَس.  rهدوَػِ کوبًْبیی کِ تَعو ذو  
: ,a bS  a ٍbتزیي هغیز ثیي  بُهدوَػِ کوبًْبی تؾکیل زٌّسُ کَت 

 :پبراهتزّب 

: ,a bd  ثزًبهِ ریشی سهبى ثِ ًفز)هغبفز( زر ٍاحس bثِ  aتمبمبی عفز اس  
:ue  رٍی کوبى  اػشام ليبرحس ثبلای تؼسازe زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی 
: h

r  ثز حغت عبػت فت یب ثزگؾتزر هغیز ر rرٍی ذو  hسهبى عفز ًبٍگبى  
: h  h مزیت ثْزُ ثززاری اس ًبٍگبى 
: h

rp  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ هتغیز ًبٍگبى  
:Y هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ همسار ّسف ثزای هدوَع ّشیٌِ ّب  
: 2w  هغتمین هغبفزاىمزیت ارسػ تبثغ  
: 1w  هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز مزیت ارسػ تبثغ  
: hc  hظزفیت ًبٍگبى ًَع  
:ψe  کل تمبمب عفز رٍی کوبىe  )زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی ثِ ًفز )هغبفز 
:Θ ثِ عبػت ثزای ثزًبهِ ریشی ذو کل سهبى زر زعتزط 
: h  hتؼساز ًبٍگبى هَخَز اس ًَع  
: h

rq  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ ثبثت ًبٍگبى  
:M ثغیبر ثشرگ هثجت یک ػسز 

 :هتغیزّبی تقوین 

: , ,
h
r a bj  rذو  hتَعو ًبٍگبى  bثِ  aهغتمین اس هجسا  هغبفزاىقوین اس ًَع ػسز فحیح ثیبًگز تؼساز هتغیز ت 

: h
rz  r ذو hهتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ففز یب یک ثیبى کٌٌسُ ٍخَز یب ػسم ٍخَز ًبٍگبى  

: h
rx  rذو  hبًگز تؼساز تکزار ًبٍگبى ًَع هتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ػسز فحیح ثی 

: g   هتغیز کوجَز 
: g   هتغیز هبساز 
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استفاده

Y : مقدار هدف برای مجموع هزينه ها برحسب واحد هزينه مورد استفاده

w2 : ضريب ارزش تابع مسافران مستقيم

w1 : ضريب ارزش تابع  مجموع هزينه های ثابت و متغير

h ظرفيت ناوگان نوع : ch

ψe : کل تقاضا سفر روی کمان e  به نفر )مسافر( در واحد زمان 

برنامه ريزی

Θ : کل زمان در دسترس برای برنامه ريزی خط به ساعت

h تعداد ناوگان موجود از نوع : 

5 
 

:E ِهدوَػِ کوبًْبی ؽجک 
:H هدوَػِ ًبٍگبى هَخَز 
:R وَػِ ذيَه پیؾٌْبزیهد 
: ,a bT  .کٌسرا ثِ فَرت هغتمین خبثدب  bثِ  aهدوَػِ ذيَىی کِ هی تَاًس تمبمبی عفز اس  
: rL  ىی هی ؽًَس.  rهدوَػِ کوبًْبیی کِ تَعو ذو  
: ,a bS  a ٍbتزیي هغیز ثیي  بُهدوَػِ کوبًْبی تؾکیل زٌّسُ کَت 

 :پبراهتزّب 

: ,a bd  ثزًبهِ ریشی سهبى ثِ ًفز)هغبفز( زر ٍاحس bثِ  aتمبمبی عفز اس  
:ue  رٍی کوبى  اػشام ليبرحس ثبلای تؼسازe زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی 
: h

r  ثز حغت عبػت فت یب ثزگؾتزر هغیز ر rرٍی ذو  hسهبى عفز ًبٍگبى  
: h  h مزیت ثْزُ ثززاری اس ًبٍگبى 
: h

rp  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ هتغیز ًبٍگبى  
:Y هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ همسار ّسف ثزای هدوَع ّشیٌِ ّب  
: 2w  هغتمین هغبفزاىمزیت ارسػ تبثغ  
: 1w  هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز مزیت ارسػ تبثغ  
: hc  hظزفیت ًبٍگبى ًَع  
:ψe  کل تمبمب عفز رٍی کوبىe  )زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی ثِ ًفز )هغبفز 
:Θ ثِ عبػت ثزای ثزًبهِ ریشی ذو کل سهبى زر زعتزط 
: h  hتؼساز ًبٍگبى هَخَز اس ًَع  
: h

rq  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ ثبثت ًبٍگبى  
:M ثغیبر ثشرگ هثجت یک ػسز 

 :هتغیزّبی تقوین 

: , ,
h
r a bj  rذو  hتَعو ًبٍگبى  bثِ  aهغتمین اس هجسا  هغبفزاىقوین اس ًَع ػسز فحیح ثیبًگز تؼساز هتغیز ت 

: h
rz  r ذو hهتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ففز یب یک ثیبى کٌٌسُ ٍخَز یب ػسم ٍخَز ًبٍگبى  

: h
rx  rذو  hبًگز تؼساز تکزار ًبٍگبى ًَع هتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ػسز فحیح ثی 

: g   هتغیز کوجَز 
: g   هتغیز هبساز 
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 : هزينه ثابت ناوگان h در خط r برحسب واحد هزينه مورد 

5 
 

:E ِهدوَػِ کوبًْبی ؽجک 
:H هدوَػِ ًبٍگبى هَخَز 
:R وَػِ ذيَه پیؾٌْبزیهد 
: ,a bT  .کٌسرا ثِ فَرت هغتمین خبثدب  bثِ  aهدوَػِ ذيَىی کِ هی تَاًس تمبمبی عفز اس  
: rL  ىی هی ؽًَس.  rهدوَػِ کوبًْبیی کِ تَعو ذو  
: ,a bS  a ٍbتزیي هغیز ثیي  بُهدوَػِ کوبًْبی تؾکیل زٌّسُ کَت 

 :پبراهتزّب 

: ,a bd  ثزًبهِ ریشی سهبى ثِ ًفز)هغبفز( زر ٍاحس bثِ  aتمبمبی عفز اس  
:ue  رٍی کوبى  اػشام ليبرحس ثبلای تؼسازe زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی 
: h

r  ثز حغت عبػت فت یب ثزگؾتزر هغیز ر rرٍی ذو  hسهبى عفز ًبٍگبى  
: h  h مزیت ثْزُ ثززاری اس ًبٍگبى 
: h

rp  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ هتغیز ًبٍگبى  
:Y هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ همسار ّسف ثزای هدوَع ّشیٌِ ّب  
: 2w  هغتمین هغبفزاىمزیت ارسػ تبثغ  
: 1w  هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز مزیت ارسػ تبثغ  
: hc  hظزفیت ًبٍگبى ًَع  
:ψe  کل تمبمب عفز رٍی کوبىe  )زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی ثِ ًفز )هغبفز 
:Θ ثِ عبػت ثزای ثزًبهِ ریشی ذو کل سهبى زر زعتزط 
: h  hتؼساز ًبٍگبى هَخَز اس ًَع  
: h

rq  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ ثبثت ًبٍگبى  
:M ثغیبر ثشرگ هثجت یک ػسز 

 :هتغیزّبی تقوین 

: , ,
h
r a bj  rذو  hتَعو ًبٍگبى  bثِ  aهغتمین اس هجسا  هغبفزاىقوین اس ًَع ػسز فحیح ثیبًگز تؼساز هتغیز ت 

: h
rz  r ذو hهتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ففز یب یک ثیبى کٌٌسُ ٍخَز یب ػسم ٍخَز ًبٍگبى  

: h
rx  rذو  hبًگز تؼساز تکزار ًبٍگبى ًَع هتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ػسز فحیح ثی 

: g   هتغیز کوجَز 
: g   هتغیز هبساز 
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استفاده

M : يک عدد مثبت بسيار بزرگ

• متغيرهای تصميم:
 : متغير تصميم از نوع عدد صحيح بيانگر تعداد مسافران 
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:E ِهدوَػِ کوبًْبی ؽجک 
:H هدوَػِ ًبٍگبى هَخَز 
:R وَػِ ذيَه پیؾٌْبزیهد 
: ,a bT  .کٌسرا ثِ فَرت هغتمین خبثدب  bثِ  aهدوَػِ ذيَىی کِ هی تَاًس تمبمبی عفز اس  
: rL  ىی هی ؽًَس.  rهدوَػِ کوبًْبیی کِ تَعو ذو  
: ,a bS  a ٍbتزیي هغیز ثیي  بُهدوَػِ کوبًْبی تؾکیل زٌّسُ کَت 

 :پبراهتزّب 

: ,a bd  ثزًبهِ ریشی سهبى ثِ ًفز)هغبفز( زر ٍاحس bثِ  aتمبمبی عفز اس  
:ue  رٍی کوبى  اػشام ليبرحس ثبلای تؼسازe زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی 
: h

r  ثز حغت عبػت فت یب ثزگؾتزر هغیز ر rرٍی ذو  hسهبى عفز ًبٍگبى  
: h  h مزیت ثْزُ ثززاری اس ًبٍگبى 
: h

rp  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ هتغیز ًبٍگبى  
:Y هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ همسار ّسف ثزای هدوَع ّشیٌِ ّب  
: 2w  هغتمین هغبفزاىمزیت ارسػ تبثغ  
: 1w  هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز مزیت ارسػ تبثغ  
: hc  hظزفیت ًبٍگبى ًَع  
:ψe  کل تمبمب عفز رٍی کوبىe  )زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی ثِ ًفز )هغبفز 
:Θ ثِ عبػت ثزای ثزًبهِ ریشی ذو کل سهبى زر زعتزط 
: h  hتؼساز ًبٍگبى هَخَز اس ًَع  
: h

rq  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ ثبثت ًبٍگبى  
:M ثغیبر ثشرگ هثجت یک ػسز 

 :هتغیزّبی تقوین 

: , ,
h
r a bj  rذو  hتَعو ًبٍگبى  bثِ  aهغتمین اس هجسا  هغبفزاىقوین اس ًَع ػسز فحیح ثیبًگز تؼساز هتغیز ت 

: h
rz  r ذو hهتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ففز یب یک ثیبى کٌٌسُ ٍخَز یب ػسم ٍخَز ًبٍگبى  

: h
rx  rذو  hبًگز تؼساز تکزار ًبٍگبى ًَع هتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ػسز فحیح ثی 

: g   هتغیز کوجَز 
: g   هتغیز هبساز 
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r خط h توسط ناوگان b به a مستقيم از مبدا

 : متغير تصميم مسئله از نوع صفر يا يک بيان کننده وجود يا 

5 
 

:E ِهدوَػِ کوبًْبی ؽجک 
:H هدوَػِ ًبٍگبى هَخَز 
:R وَػِ ذيَه پیؾٌْبزیهد 
: ,a bT  .کٌسرا ثِ فَرت هغتمین خبثدب  bثِ  aهدوَػِ ذيَىی کِ هی تَاًس تمبمبی عفز اس  
: rL  ىی هی ؽًَس.  rهدوَػِ کوبًْبیی کِ تَعو ذو  
: ,a bS  a ٍbتزیي هغیز ثیي  بُهدوَػِ کوبًْبی تؾکیل زٌّسُ کَت 

 :پبراهتزّب 

: ,a bd  ثزًبهِ ریشی سهبى ثِ ًفز)هغبفز( زر ٍاحس bثِ  aتمبمبی عفز اس  
:ue  رٍی کوبى  اػشام ليبرحس ثبلای تؼسازe زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی 
: h

r  ثز حغت عبػت فت یب ثزگؾتزر هغیز ر rرٍی ذو  hسهبى عفز ًبٍگبى  
: h  h مزیت ثْزُ ثززاری اس ًبٍگبى 
: h

rp  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ هتغیز ًبٍگبى  
:Y هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ همسار ّسف ثزای هدوَع ّشیٌِ ّب  
: 2w  هغتمین هغبفزاىمزیت ارسػ تبثغ  
: 1w  هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز مزیت ارسػ تبثغ  
: hc  hظزفیت ًبٍگبى ًَع  
:ψe  کل تمبمب عفز رٍی کوبىe  )زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی ثِ ًفز )هغبفز 
:Θ ثِ عبػت ثزای ثزًبهِ ریشی ذو کل سهبى زر زعتزط 
: h  hتؼساز ًبٍگبى هَخَز اس ًَع  
: h

rq  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ ثبثت ًبٍگبى  
:M ثغیبر ثشرگ هثجت یک ػسز 

 :هتغیزّبی تقوین 

: , ,
h
r a bj  rذو  hتَعو ًبٍگبى  bثِ  aهغتمین اس هجسا  هغبفزاىقوین اس ًَع ػسز فحیح ثیبًگز تؼساز هتغیز ت 

: h
rz  r ذو hهتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ففز یب یک ثیبى کٌٌسُ ٍخَز یب ػسم ٍخَز ًبٍگبى  

: h
rx  rذو  hبًگز تؼساز تکزار ًبٍگبى ًَع هتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ػسز فحیح ثی 

: g   هتغیز کوجَز 
: g   هتغیز هبساز 

 

(1)  1 2 2{ , , }Min g g g    

(2)  1 1( )h h h h
r r r r

r R h H
p x q z g g Y 

 

     

(3)  
,

, , 2 2 ,
, ,

( )
r a b

h
r a b a b

a b V h H a b Ve L r T

j g g d 

   

       

r خط h عدم وجود ناوگان

 : متغير تصميم مسئله از نوع عدد صحيح بيانگر تعداد تکرار 

5 
 

:E ِهدوَػِ کوبًْبی ؽجک 
:H هدوَػِ ًبٍگبى هَخَز 
:R وَػِ ذيَه پیؾٌْبزیهد 
: ,a bT  .کٌسرا ثِ فَرت هغتمین خبثدب  bثِ  aهدوَػِ ذيَىی کِ هی تَاًس تمبمبی عفز اس  
: rL  ىی هی ؽًَس.  rهدوَػِ کوبًْبیی کِ تَعو ذو  
: ,a bS  a ٍbتزیي هغیز ثیي  بُهدوَػِ کوبًْبی تؾکیل زٌّسُ کَت 

 :پبراهتزّب 

: ,a bd  ثزًبهِ ریشی سهبى ثِ ًفز)هغبفز( زر ٍاحس bثِ  aتمبمبی عفز اس  
:ue  رٍی کوبى  اػشام ليبرحس ثبلای تؼسازe زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی 
: h

r  ثز حغت عبػت فت یب ثزگؾتزر هغیز ر rرٍی ذو  hسهبى عفز ًبٍگبى  
: h  h مزیت ثْزُ ثززاری اس ًبٍگبى 
: h

rp  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ هتغیز ًبٍگبى  
:Y هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ همسار ّسف ثزای هدوَع ّشیٌِ ّب  
: 2w  هغتمین هغبفزاىمزیت ارسػ تبثغ  
: 1w  هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز مزیت ارسػ تبثغ  
: hc  hظزفیت ًبٍگبى ًَع  
:ψe  کل تمبمب عفز رٍی کوبىe  )زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی ثِ ًفز )هغبفز 
:Θ ثِ عبػت ثزای ثزًبهِ ریشی ذو کل سهبى زر زعتزط 
: h  hتؼساز ًبٍگبى هَخَز اس ًَع  
: h

rq  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ ثبثت ًبٍگبى  
:M ثغیبر ثشرگ هثجت یک ػسز 

 :هتغیزّبی تقوین 

: , ,
h
r a bj  rذو  hتَعو ًبٍگبى  bثِ  aهغتمین اس هجسا  هغبفزاىقوین اس ًَع ػسز فحیح ثیبًگز تؼساز هتغیز ت 

: h
rz  r ذو hهتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ففز یب یک ثیبى کٌٌسُ ٍخَز یب ػسم ٍخَز ًبٍگبى  

: h
rx  rذو  hبًگز تؼساز تکزار ًبٍگبى ًَع هتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ػسز فحیح ثی 

: g   هتغیز کوجَز 
: g   هتغیز هبساز 
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r خط h ناوگان نوع

 : متغير کمبود

5 
 

:E ِهدوَػِ کوبًْبی ؽجک 
:H هدوَػِ ًبٍگبى هَخَز 
:R وَػِ ذيَه پیؾٌْبزیهد 
: ,a bT  .کٌسرا ثِ فَرت هغتمین خبثدب  bثِ  aهدوَػِ ذيَىی کِ هی تَاًس تمبمبی عفز اس  
: rL  ىی هی ؽًَس.  rهدوَػِ کوبًْبیی کِ تَعو ذو  
: ,a bS  a ٍbتزیي هغیز ثیي  بُهدوَػِ کوبًْبی تؾکیل زٌّسُ کَت 

 :پبراهتزّب 

: ,a bd  ثزًبهِ ریشی سهبى ثِ ًفز)هغبفز( زر ٍاحس bثِ  aتمبمبی عفز اس  
:ue  رٍی کوبى  اػشام ليبرحس ثبلای تؼسازe زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی 
: h

r  ثز حغت عبػت فت یب ثزگؾتزر هغیز ر rرٍی ذو  hسهبى عفز ًبٍگبى  
: h  h مزیت ثْزُ ثززاری اس ًبٍگبى 
: h

rp  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ هتغیز ًبٍگبى  
:Y هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ همسار ّسف ثزای هدوَع ّشیٌِ ّب  
: 2w  هغتمین هغبفزاىمزیت ارسػ تبثغ  
: 1w  هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز مزیت ارسػ تبثغ  
: hc  hظزفیت ًبٍگبى ًَع  
:ψe  کل تمبمب عفز رٍی کوبىe  )زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی ثِ ًفز )هغبفز 
:Θ ثِ عبػت ثزای ثزًبهِ ریشی ذو کل سهبى زر زعتزط 
: h  hتؼساز ًبٍگبى هَخَز اس ًَع  
: h

rq  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ ثبثت ًبٍگبى  
:M ثغیبر ثشرگ هثجت یک ػسز 

 :هتغیزّبی تقوین 

: , ,
h
r a bj  rذو  hتَعو ًبٍگبى  bثِ  aهغتمین اس هجسا  هغبفزاىقوین اس ًَع ػسز فحیح ثیبًگز تؼساز هتغیز ت 

: h
rz  r ذو hهتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ففز یب یک ثیبى کٌٌسُ ٍخَز یب ػسم ٍخَز ًبٍگبى  

: h
rx  rذو  hبًگز تؼساز تکزار ًبٍگبى ًَع هتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ػسز فحیح ثی 

: g   هتغیز کوجَز 
: g   هتغیز هبساز 
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 : متغير مازاد

5 
 

:E ِهدوَػِ کوبًْبی ؽجک 
:H هدوَػِ ًبٍگبى هَخَز 
:R وَػِ ذيَه پیؾٌْبزیهد 
: ,a bT  .کٌسرا ثِ فَرت هغتمین خبثدب  bثِ  aهدوَػِ ذيَىی کِ هی تَاًس تمبمبی عفز اس  
: rL  ىی هی ؽًَس.  rهدوَػِ کوبًْبیی کِ تَعو ذو  
: ,a bS  a ٍbتزیي هغیز ثیي  بُهدوَػِ کوبًْبی تؾکیل زٌّسُ کَت 

 :پبراهتزّب 

: ,a bd  ثزًبهِ ریشی سهبى ثِ ًفز)هغبفز( زر ٍاحس bثِ  aتمبمبی عفز اس  
:ue  رٍی کوبى  اػشام ليبرحس ثبلای تؼسازe زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی 
: h

r  ثز حغت عبػت فت یب ثزگؾتزر هغیز ر rرٍی ذو  hسهبى عفز ًبٍگبى  
: h  h مزیت ثْزُ ثززاری اس ًبٍگبى 
: h

rp  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ هتغیز ًبٍگبى  
:Y هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ همسار ّسف ثزای هدوَع ّشیٌِ ّب  
: 2w  هغتمین هغبفزاىمزیت ارسػ تبثغ  
: 1w  هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز مزیت ارسػ تبثغ  
: hc  hظزفیت ًبٍگبى ًَع  
:ψe  کل تمبمب عفز رٍی کوبىe  )زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی ثِ ًفز )هغبفز 
:Θ ثِ عبػت ثزای ثزًبهِ ریشی ذو کل سهبى زر زعتزط 
: h  hتؼساز ًبٍگبى هَخَز اس ًَع  
: h

rq  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ ثبثت ًبٍگبى  
:M ثغیبر ثشرگ هثجت یک ػسز 

 :هتغیزّبی تقوین 

: , ,
h
r a bj  rذو  hتَعو ًبٍگبى  bثِ  aهغتمین اس هجسا  هغبفزاىقوین اس ًَع ػسز فحیح ثیبًگز تؼساز هتغیز ت 

: h
rz  r ذو hهتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ففز یب یک ثیبى کٌٌسُ ٍخَز یب ػسم ٍخَز ًبٍگبى  

: h
rx  rذو  hبًگز تؼساز تکزار ًبٍگبى ًَع هتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ػسز فحیح ثی 

: g   هتغیز کوجَز 
: g   هتغیز هبساز 
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5 
 

:E ِهدوَػِ کوبًْبی ؽجک 
:H هدوَػِ ًبٍگبى هَخَز 
:R وَػِ ذيَه پیؾٌْبزیهد 
: ,a bT  .کٌسرا ثِ فَرت هغتمین خبثدب  bثِ  aهدوَػِ ذيَىی کِ هی تَاًس تمبمبی عفز اس  
: rL  ىی هی ؽًَس.  rهدوَػِ کوبًْبیی کِ تَعو ذو  
: ,a bS  a ٍbتزیي هغیز ثیي  بُهدوَػِ کوبًْبی تؾکیل زٌّسُ کَت 

 :پبراهتزّب 

: ,a bd  ثزًبهِ ریشی سهبى ثِ ًفز)هغبفز( زر ٍاحس bثِ  aتمبمبی عفز اس  
:ue  رٍی کوبى  اػشام ليبرحس ثبلای تؼسازe زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی 
: h

r  ثز حغت عبػت فت یب ثزگؾتزر هغیز ر rرٍی ذو  hسهبى عفز ًبٍگبى  
: h  h مزیت ثْزُ ثززاری اس ًبٍگبى 
: h

rp  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ هتغیز ًبٍگبى  
:Y هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ همسار ّسف ثزای هدوَع ّشیٌِ ّب  
: 2w  هغتمین هغبفزاىمزیت ارسػ تبثغ  
: 1w  هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز مزیت ارسػ تبثغ  
: hc  hظزفیت ًبٍگبى ًَع  
:ψe  کل تمبمب عفز رٍی کوبىe  )زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی ثِ ًفز )هغبفز 
:Θ ثِ عبػت ثزای ثزًبهِ ریشی ذو کل سهبى زر زعتزط 
: h  hتؼساز ًبٍگبى هَخَز اس ًَع  
: h

rq  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ ثبثت ًبٍگبى  
:M ثغیبر ثشرگ هثجت یک ػسز 

 :هتغیزّبی تقوین 

: , ,
h
r a bj  rذو  hتَعو ًبٍگبى  bثِ  aهغتمین اس هجسا  هغبفزاىقوین اس ًَع ػسز فحیح ثیبًگز تؼساز هتغیز ت 

: h
rz  r ذو hهتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ففز یب یک ثیبى کٌٌسُ ٍخَز یب ػسم ٍخَز ًبٍگبى  

: h
rx  rذو  hبًگز تؼساز تکزار ًبٍگبى ًَع هتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ػسز فحیح ثی 

: g   هتغیز کوجَز 
: g   هتغیز هبساز 
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5 
 

:E ِهدوَػِ کوبًْبی ؽجک 
:H هدوَػِ ًبٍگبى هَخَز 
:R وَػِ ذيَه پیؾٌْبزیهد 
: ,a bT  .کٌسرا ثِ فَرت هغتمین خبثدب  bثِ  aهدوَػِ ذيَىی کِ هی تَاًس تمبمبی عفز اس  
: rL  ىی هی ؽًَس.  rهدوَػِ کوبًْبیی کِ تَعو ذو  
: ,a bS  a ٍbتزیي هغیز ثیي  بُهدوَػِ کوبًْبی تؾکیل زٌّسُ کَت 

 :پبراهتزّب 

: ,a bd  ثزًبهِ ریشی سهبى ثِ ًفز)هغبفز( زر ٍاحس bثِ  aتمبمبی عفز اس  
:ue  رٍی کوبى  اػشام ليبرحس ثبلای تؼسازe زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی 
: h

r  ثز حغت عبػت فت یب ثزگؾتزر هغیز ر rرٍی ذو  hسهبى عفز ًبٍگبى  
: h  h مزیت ثْزُ ثززاری اس ًبٍگبى 
: h

rp  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ هتغیز ًبٍگبى  
:Y هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ همسار ّسف ثزای هدوَع ّشیٌِ ّب  
: 2w  هغتمین هغبفزاىمزیت ارسػ تبثغ  
: 1w  هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز مزیت ارسػ تبثغ  
: hc  hظزفیت ًبٍگبى ًَع  
:ψe  کل تمبمب عفز رٍی کوبىe  )زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی ثِ ًفز )هغبفز 
:Θ ثِ عبػت ثزای ثزًبهِ ریشی ذو کل سهبى زر زعتزط 
: h  hتؼساز ًبٍگبى هَخَز اس ًَع  
: h

rq  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ ثبثت ًبٍگبى  
:M ثغیبر ثشرگ هثجت یک ػسز 

 :هتغیزّبی تقوین 

: , ,
h
r a bj  rذو  hتَعو ًبٍگبى  bثِ  aهغتمین اس هجسا  هغبفزاىقوین اس ًَع ػسز فحیح ثیبًگز تؼساز هتغیز ت 

: h
rz  r ذو hهتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ففز یب یک ثیبى کٌٌسُ ٍخَز یب ػسم ٍخَز ًبٍگبى  

: h
rx  rذو  hبًگز تؼساز تکزار ًبٍگبى ًَع هتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ػسز فحیح ثی 

: g   هتغیز کوجَز 
: g   هتغیز هبساز 
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:E ِهدوَػِ کوبًْبی ؽجک 
:H هدوَػِ ًبٍگبى هَخَز 
:R وَػِ ذيَه پیؾٌْبزیهد 
: ,a bT  .کٌسرا ثِ فَرت هغتمین خبثدب  bثِ  aهدوَػِ ذيَىی کِ هی تَاًس تمبمبی عفز اس  
: rL  ىی هی ؽًَس.  rهدوَػِ کوبًْبیی کِ تَعو ذو  
: ,a bS  a ٍbتزیي هغیز ثیي  بُهدوَػِ کوبًْبی تؾکیل زٌّسُ کَت 

 :پبراهتزّب 

: ,a bd  ثزًبهِ ریشی سهبى ثِ ًفز)هغبفز( زر ٍاحس bثِ  aتمبمبی عفز اس  
:ue  رٍی کوبى  اػشام ليبرحس ثبلای تؼسازe زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی 
: h

r  ثز حغت عبػت فت یب ثزگؾتزر هغیز ر rرٍی ذو  hسهبى عفز ًبٍگبى  
: h  h مزیت ثْزُ ثززاری اس ًبٍگبى 
: h

rp  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ هتغیز ًبٍگبى  
:Y هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ همسار ّسف ثزای هدوَع ّشیٌِ ّب  
: 2w  هغتمین هغبفزاىمزیت ارسػ تبثغ  
: 1w  هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز مزیت ارسػ تبثغ  
: hc  hظزفیت ًبٍگبى ًَع  
:ψe  کل تمبمب عفز رٍی کوبىe  )زر ٍاحس سهبى ثزًبهِ ریشی ثِ ًفز )هغبفز 
:Θ ثِ عبػت ثزای ثزًبهِ ریشی ذو کل سهبى زر زعتزط 
: h  hتؼساز ًبٍگبى هَخَز اس ًَع  
: h

rq  هَرز اعتفبزُ ثزحغت ٍاحس ّشیٌِ r زر ذو  hّشیٌِ ثبثت ًبٍگبى  
:M ثغیبر ثشرگ هثجت یک ػسز 

 :هتغیزّبی تقوین 

: , ,
h
r a bj  rذو  hتَعو ًبٍگبى  bثِ  aهغتمین اس هجسا  هغبفزاىقوین اس ًَع ػسز فحیح ثیبًگز تؼساز هتغیز ت 

: h
rz  r ذو hهتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ففز یب یک ثیبى کٌٌسُ ٍخَز یب ػسم ٍخَز ًبٍگبى  

: h
rx  rذو  hبًگز تؼساز تکزار ًبٍگبى ًَع هتغیز تقوین هغئلِ اس ًَع ػسز فحیح ثی 
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توبهی ( لزار هی زّس ٍ ذَاّبى حول 2، هدوَع ّشیٌِ ّب را حساکثز ثزاثز ثب همسار ّسف اػلام ؽسُ زر هحسٍزیت )(1تبثغ ّسف )
کِ ایي زٍ تبثغ ّسف ثِ فَرت اعت زر ػول هغئلِ زارای زٍ تبثغ ّسف  .( اعت3ثز اعبط هحسٍزیت ) هغبفزاى ثِ فَرت هغتمین

( همسار گزفتي هتغیز کوجَز ثلاهبًغ 2زر هحسٍزیت ) ،هيلَة تز اعت ،ًس. اس آًدب کِ ّوَارُ ّشیٌِ کوتز( تجسیل ؽسُ ا3( ٍ )2هحسٍزیتْبی )
ثِ فَرت هغتمین،  هغبفزاى خبثدبیی کلیِ کِ اس ىزف زیگز اس آًدب لی هتغیز هبساز ایي هحسٍزیت ثبیس زر کوتزیي همسار ذَز ثبؽس.ٍ ،اعت

ثبػث  ،خبثدب ؽسُ ثِ فَرت هغتمین تَعو ذيَه اًتربثی کوتز اس کل تمبمب ثبؽس بفزاىهغٍ اگز کل  اعت( 3ّسف هحسٍزیت )همسار 
هغتمین خبثدب ؽسُ ثیؾتز اس کل تمبمب ثبؽس، ذيَه اًتربثی  هغبفزاى ثبلی هبًسُ هی ؽَز ٍ زر فَرتی کِ هغبفزاىایدبز ًبرمبیتی اس عوت 

ثِ فَرت هغتمین  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ ( 1اس ایي رٍ زر تبثغ ّسف ) .َززارای ظزفیت ذبلی ّغتٌس کِ ایي اهز ثبػث اػوبل ّشیٌِ هی ؽ
ایي تبثغ را هی تَاى ثِ فَرت  کِ ،( لزار زازُ ؽسُ اًس1( زر تبثغ ّسف )3ٍ هبساز هحسٍزیت ) زهيلَة اعت. اس ایي رٍ ّز زٍ هتغیز کوجَ

 ز.کزارائِ  (13( ٍ )12رٍاثو )یکی اس زٍ فَرت 
(12) 1 2 2( )Min g g g     

ثِ  هغبفزاىزارای ارسػ هغبٍی ثب خبثدبیی کلیِ  Yرعیسى ثِ حساکثز  ،( ارائِ ؽَز12زر فَرتی کِ تبثغ ّسف ثِ فَرت تبثغ ّسف )
   ز.کز( ارائِ 13زارای ارسػ هرتلفی ثبؽٌس، هی تَاى تبثغ ّسف هسل را ثِ فَرت تبثغ ) ،ٍلی زر فَرتی کِ ایي تَاثغ فَرت هغتمین اعت.

1فَرتی کِ زر  2w w   ( یکغبى هی ؽًَس.13( ٍ )12فزك ؽَز، تَاثغ ) 

(13) 1 1 2 2 2 2( )Min w g w g w g     
( ثیبى هی کٌس کِ هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز ذيَه ٍ ًَع ًبٍگبى اًتربثی ثب تَخِ ثِ تؼساز تکزار ّز یک ثبیس حساکثز 2هحسٍزیت )

 ( ثیبى3. هحسٍزیت )هؾرـ ؽَز ؽزکت حول ٍ ًمل هغبفزیهمسار ّسف زر ایي هحسٍزیت هی تَاًس تَعو  .همسار ّسف ثبؽسهغبٍی 
عفز ثبؽس. هحسٍزیتْبی  یثبیس ثزاثز ثب کل تمبمب ،هغتمین کِ تَعو کلیِ ذيَه ٍ ًبٍگبى هرتلف خبثدب هی ؽًَس هغبفزاىهی کٌس کِ کل  
ثِ فَرت هغتمین اعت، هدوَع کل تمبمب ثیي سٍج  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ  هسل . اس آًدب کِ ّسفاعتلِ ( ثیبى کٌٌسُ اّساف هغئ3( ٍ )2)

تَعو  ٍ همقسخبثدب ؽسُ ثیي ّز هجسا  هغبفزاى( کل تؼساز 4. هحسٍزیت )ایغتگبّْب ثِ ػٌَاى همسار ّسف ایي هحسٍزیت ارائِ ؽسُ اعت
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توبهی ( لزار هی زّس ٍ ذَاّبى حول 2، هدوَع ّشیٌِ ّب را حساکثز ثزاثز ثب همسار ّسف اػلام ؽسُ زر هحسٍزیت )(1تبثغ ّسف )
کِ ایي زٍ تبثغ ّسف ثِ فَرت اعت زر ػول هغئلِ زارای زٍ تبثغ ّسف  .( اعت3ثز اعبط هحسٍزیت ) هغبفزاى ثِ فَرت هغتمین

( همسار گزفتي هتغیز کوجَز ثلاهبًغ 2زر هحسٍزیت ) ،هيلَة تز اعت ،ًس. اس آًدب کِ ّوَارُ ّشیٌِ کوتز( تجسیل ؽسُ ا3( ٍ )2هحسٍزیتْبی )
ثِ فَرت هغتمین،  هغبفزاى خبثدبیی کلیِ کِ اس ىزف زیگز اس آًدب لی هتغیز هبساز ایي هحسٍزیت ثبیس زر کوتزیي همسار ذَز ثبؽس.ٍ ،اعت

ثبػث  ،خبثدب ؽسُ ثِ فَرت هغتمین تَعو ذيَه اًتربثی کوتز اس کل تمبمب ثبؽس بفزاىهغٍ اگز کل  اعت( 3ّسف هحسٍزیت )همسار 
هغتمین خبثدب ؽسُ ثیؾتز اس کل تمبمب ثبؽس، ذيَه اًتربثی  هغبفزاى ثبلی هبًسُ هی ؽَز ٍ زر فَرتی کِ هغبفزاىایدبز ًبرمبیتی اس عوت 

ثِ فَرت هغتمین  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ ( 1اس ایي رٍ زر تبثغ ّسف ) .َززارای ظزفیت ذبلی ّغتٌس کِ ایي اهز ثبػث اػوبل ّشیٌِ هی ؽ
ایي تبثغ را هی تَاى ثِ فَرت  کِ ،( لزار زازُ ؽسُ اًس1( زر تبثغ ّسف )3ٍ هبساز هحسٍزیت ) زهيلَة اعت. اس ایي رٍ ّز زٍ هتغیز کوجَ

 ز.کزارائِ  (13( ٍ )12رٍاثو )یکی اس زٍ فَرت 
(12) 1 2 2( )Min g g g     

ثِ  هغبفزاىزارای ارسػ هغبٍی ثب خبثدبیی کلیِ  Yرعیسى ثِ حساکثز  ،( ارائِ ؽَز12زر فَرتی کِ تبثغ ّسف ثِ فَرت تبثغ ّسف )
   ز.کز( ارائِ 13زارای ارسػ هرتلفی ثبؽٌس، هی تَاى تبثغ ّسف هسل را ثِ فَرت تبثغ ) ،ٍلی زر فَرتی کِ ایي تَاثغ فَرت هغتمین اعت.

1فَرتی کِ زر  2w w   ( یکغبى هی ؽًَس.13( ٍ )12فزك ؽَز، تَاثغ ) 

(13) 1 1 2 2 2 2( )Min w g w g w g     
( ثیبى هی کٌس کِ هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز ذيَه ٍ ًَع ًبٍگبى اًتربثی ثب تَخِ ثِ تؼساز تکزار ّز یک ثبیس حساکثز 2هحسٍزیت )

 ( ثیبى3. هحسٍزیت )هؾرـ ؽَز ؽزکت حول ٍ ًمل هغبفزیهمسار ّسف زر ایي هحسٍزیت هی تَاًس تَعو  .همسار ّسف ثبؽسهغبٍی 
عفز ثبؽس. هحسٍزیتْبی  یثبیس ثزاثز ثب کل تمبمب ،هغتمین کِ تَعو کلیِ ذيَه ٍ ًبٍگبى هرتلف خبثدب هی ؽًَس هغبفزاىهی کٌس کِ کل  
ثِ فَرت هغتمین اعت، هدوَع کل تمبمب ثیي سٍج  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ  هسل . اس آًدب کِ ّسفاعتلِ ( ثیبى کٌٌسُ اّساف هغئ3( ٍ )2)

تَعو  ٍ همقسخبثدب ؽسُ ثیي ّز هجسا  هغبفزاى( کل تؼساز 4. هحسٍزیت )ایغتگبّْب ثِ ػٌَاى همسار ّسف ایي هحسٍزیت ارائِ ؽسُ اعت
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توبهی ( لزار هی زّس ٍ ذَاّبى حول 2، هدوَع ّشیٌِ ّب را حساکثز ثزاثز ثب همسار ّسف اػلام ؽسُ زر هحسٍزیت )(1تبثغ ّسف )
کِ ایي زٍ تبثغ ّسف ثِ فَرت اعت زر ػول هغئلِ زارای زٍ تبثغ ّسف  .( اعت3ثز اعبط هحسٍزیت ) هغبفزاى ثِ فَرت هغتمین

( همسار گزفتي هتغیز کوجَز ثلاهبًغ 2زر هحسٍزیت ) ،هيلَة تز اعت ،ًس. اس آًدب کِ ّوَارُ ّشیٌِ کوتز( تجسیل ؽسُ ا3( ٍ )2هحسٍزیتْبی )
ثِ فَرت هغتمین،  هغبفزاى خبثدبیی کلیِ کِ اس ىزف زیگز اس آًدب لی هتغیز هبساز ایي هحسٍزیت ثبیس زر کوتزیي همسار ذَز ثبؽس.ٍ ،اعت

ثبػث  ،خبثدب ؽسُ ثِ فَرت هغتمین تَعو ذيَه اًتربثی کوتز اس کل تمبمب ثبؽس بفزاىهغٍ اگز کل  اعت( 3ّسف هحسٍزیت )همسار 
هغتمین خبثدب ؽسُ ثیؾتز اس کل تمبمب ثبؽس، ذيَه اًتربثی  هغبفزاى ثبلی هبًسُ هی ؽَز ٍ زر فَرتی کِ هغبفزاىایدبز ًبرمبیتی اس عوت 

ثِ فَرت هغتمین  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ ( 1اس ایي رٍ زر تبثغ ّسف ) .َززارای ظزفیت ذبلی ّغتٌس کِ ایي اهز ثبػث اػوبل ّشیٌِ هی ؽ
ایي تبثغ را هی تَاى ثِ فَرت  کِ ،( لزار زازُ ؽسُ اًس1( زر تبثغ ّسف )3ٍ هبساز هحسٍزیت ) زهيلَة اعت. اس ایي رٍ ّز زٍ هتغیز کوجَ

 ز.کزارائِ  (13( ٍ )12رٍاثو )یکی اس زٍ فَرت 
(12) 1 2 2( )Min g g g     

ثِ  هغبفزاىزارای ارسػ هغبٍی ثب خبثدبیی کلیِ  Yرعیسى ثِ حساکثز  ،( ارائِ ؽَز12زر فَرتی کِ تبثغ ّسف ثِ فَرت تبثغ ّسف )
   ز.کز( ارائِ 13زارای ارسػ هرتلفی ثبؽٌس، هی تَاى تبثغ ّسف هسل را ثِ فَرت تبثغ ) ،ٍلی زر فَرتی کِ ایي تَاثغ فَرت هغتمین اعت.

1فَرتی کِ زر  2w w   ( یکغبى هی ؽًَس.13( ٍ )12فزك ؽَز، تَاثغ ) 

(13) 1 1 2 2 2 2( )Min w g w g w g     
( ثیبى هی کٌس کِ هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز ذيَه ٍ ًَع ًبٍگبى اًتربثی ثب تَخِ ثِ تؼساز تکزار ّز یک ثبیس حساکثز 2هحسٍزیت )

 ( ثیبى3. هحسٍزیت )هؾرـ ؽَز ؽزکت حول ٍ ًمل هغبفزیهمسار ّسف زر ایي هحسٍزیت هی تَاًس تَعو  .همسار ّسف ثبؽسهغبٍی 
عفز ثبؽس. هحسٍزیتْبی  یثبیس ثزاثز ثب کل تمبمب ،هغتمین کِ تَعو کلیِ ذيَه ٍ ًبٍگبى هرتلف خبثدب هی ؽًَس هغبفزاىهی کٌس کِ کل  
ثِ فَرت هغتمین اعت، هدوَع کل تمبمب ثیي سٍج  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ  هسل . اس آًدب کِ ّسفاعتلِ ( ثیبى کٌٌسُ اّساف هغئ3( ٍ )2)

تَعو  ٍ همقسخبثدب ؽسُ ثیي ّز هجسا  هغبفزاى( کل تؼساز 4. هحسٍزیت )ایغتگبّْب ثِ ػٌَاى همسار ّسف ایي هحسٍزیت ارائِ ؽسُ اعت
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توبهی ( لزار هی زّس ٍ ذَاّبى حول 2، هدوَع ّشیٌِ ّب را حساکثز ثزاثز ثب همسار ّسف اػلام ؽسُ زر هحسٍزیت )(1تبثغ ّسف )
کِ ایي زٍ تبثغ ّسف ثِ فَرت اعت زر ػول هغئلِ زارای زٍ تبثغ ّسف  .( اعت3ثز اعبط هحسٍزیت ) هغبفزاى ثِ فَرت هغتمین

( همسار گزفتي هتغیز کوجَز ثلاهبًغ 2زر هحسٍزیت ) ،هيلَة تز اعت ،ًس. اس آًدب کِ ّوَارُ ّشیٌِ کوتز( تجسیل ؽسُ ا3( ٍ )2هحسٍزیتْبی )
ثِ فَرت هغتمین،  هغبفزاى خبثدبیی کلیِ کِ اس ىزف زیگز اس آًدب لی هتغیز هبساز ایي هحسٍزیت ثبیس زر کوتزیي همسار ذَز ثبؽس.ٍ ،اعت

ثبػث  ،خبثدب ؽسُ ثِ فَرت هغتمین تَعو ذيَه اًتربثی کوتز اس کل تمبمب ثبؽس بفزاىهغٍ اگز کل  اعت( 3ّسف هحسٍزیت )همسار 
هغتمین خبثدب ؽسُ ثیؾتز اس کل تمبمب ثبؽس، ذيَه اًتربثی  هغبفزاى ثبلی هبًسُ هی ؽَز ٍ زر فَرتی کِ هغبفزاىایدبز ًبرمبیتی اس عوت 

ثِ فَرت هغتمین  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ ( 1اس ایي رٍ زر تبثغ ّسف ) .َززارای ظزفیت ذبلی ّغتٌس کِ ایي اهز ثبػث اػوبل ّشیٌِ هی ؽ
ایي تبثغ را هی تَاى ثِ فَرت  کِ ،( لزار زازُ ؽسُ اًس1( زر تبثغ ّسف )3ٍ هبساز هحسٍزیت ) زهيلَة اعت. اس ایي رٍ ّز زٍ هتغیز کوجَ

 ز.کزارائِ  (13( ٍ )12رٍاثو )یکی اس زٍ فَرت 
(12) 1 2 2( )Min g g g     

ثِ  هغبفزاىزارای ارسػ هغبٍی ثب خبثدبیی کلیِ  Yرعیسى ثِ حساکثز  ،( ارائِ ؽَز12زر فَرتی کِ تبثغ ّسف ثِ فَرت تبثغ ّسف )
   ز.کز( ارائِ 13زارای ارسػ هرتلفی ثبؽٌس، هی تَاى تبثغ ّسف هسل را ثِ فَرت تبثغ ) ،ٍلی زر فَرتی کِ ایي تَاثغ فَرت هغتمین اعت.

1فَرتی کِ زر  2w w   ( یکغبى هی ؽًَس.13( ٍ )12فزك ؽَز، تَاثغ ) 

(13) 1 1 2 2 2 2( )Min w g w g w g     
( ثیبى هی کٌس کِ هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز ذيَه ٍ ًَع ًبٍگبى اًتربثی ثب تَخِ ثِ تؼساز تکزار ّز یک ثبیس حساکثز 2هحسٍزیت )

 ( ثیبى3. هحسٍزیت )هؾرـ ؽَز ؽزکت حول ٍ ًمل هغبفزیهمسار ّسف زر ایي هحسٍزیت هی تَاًس تَعو  .همسار ّسف ثبؽسهغبٍی 
عفز ثبؽس. هحسٍزیتْبی  یثبیس ثزاثز ثب کل تمبمب ،هغتمین کِ تَعو کلیِ ذيَه ٍ ًبٍگبى هرتلف خبثدب هی ؽًَس هغبفزاىهی کٌس کِ کل  
ثِ فَرت هغتمین اعت، هدوَع کل تمبمب ثیي سٍج  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ  هسل . اس آًدب کِ ّسفاعتلِ ( ثیبى کٌٌسُ اّساف هغئ3( ٍ )2)

تَعو  ٍ همقسخبثدب ؽسُ ثیي ّز هجسا  هغبفزاى( کل تؼساز 4. هحسٍزیت )ایغتگبّْب ثِ ػٌَاى همسار ّسف ایي هحسٍزیت ارائِ ؽسُ اعت
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توبهی ( لزار هی زّس ٍ ذَاّبى حول 2، هدوَع ّشیٌِ ّب را حساکثز ثزاثز ثب همسار ّسف اػلام ؽسُ زر هحسٍزیت )(1تبثغ ّسف )
کِ ایي زٍ تبثغ ّسف ثِ فَرت اعت زر ػول هغئلِ زارای زٍ تبثغ ّسف  .( اعت3ثز اعبط هحسٍزیت ) هغبفزاى ثِ فَرت هغتمین

( همسار گزفتي هتغیز کوجَز ثلاهبًغ 2زر هحسٍزیت ) ،هيلَة تز اعت ،ًس. اس آًدب کِ ّوَارُ ّشیٌِ کوتز( تجسیل ؽسُ ا3( ٍ )2هحسٍزیتْبی )
ثِ فَرت هغتمین،  هغبفزاى خبثدبیی کلیِ کِ اس ىزف زیگز اس آًدب لی هتغیز هبساز ایي هحسٍزیت ثبیس زر کوتزیي همسار ذَز ثبؽس.ٍ ،اعت

ثبػث  ،خبثدب ؽسُ ثِ فَرت هغتمین تَعو ذيَه اًتربثی کوتز اس کل تمبمب ثبؽس بفزاىهغٍ اگز کل  اعت( 3ّسف هحسٍزیت )همسار 
هغتمین خبثدب ؽسُ ثیؾتز اس کل تمبمب ثبؽس، ذيَه اًتربثی  هغبفزاى ثبلی هبًسُ هی ؽَز ٍ زر فَرتی کِ هغبفزاىایدبز ًبرمبیتی اس عوت 

ثِ فَرت هغتمین  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ ( 1اس ایي رٍ زر تبثغ ّسف ) .َززارای ظزفیت ذبلی ّغتٌس کِ ایي اهز ثبػث اػوبل ّشیٌِ هی ؽ
ایي تبثغ را هی تَاى ثِ فَرت  کِ ،( لزار زازُ ؽسُ اًس1( زر تبثغ ّسف )3ٍ هبساز هحسٍزیت ) زهيلَة اعت. اس ایي رٍ ّز زٍ هتغیز کوجَ

 ز.کزارائِ  (13( ٍ )12رٍاثو )یکی اس زٍ فَرت 
(12) 1 2 2( )Min g g g     

ثِ  هغبفزاىزارای ارسػ هغبٍی ثب خبثدبیی کلیِ  Yرعیسى ثِ حساکثز  ،( ارائِ ؽَز12زر فَرتی کِ تبثغ ّسف ثِ فَرت تبثغ ّسف )
   ز.کز( ارائِ 13زارای ارسػ هرتلفی ثبؽٌس، هی تَاى تبثغ ّسف هسل را ثِ فَرت تبثغ ) ،ٍلی زر فَرتی کِ ایي تَاثغ فَرت هغتمین اعت.

1فَرتی کِ زر  2w w   ( یکغبى هی ؽًَس.13( ٍ )12فزك ؽَز، تَاثغ ) 

(13) 1 1 2 2 2 2( )Min w g w g w g     
( ثیبى هی کٌس کِ هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز ذيَه ٍ ًَع ًبٍگبى اًتربثی ثب تَخِ ثِ تؼساز تکزار ّز یک ثبیس حساکثز 2هحسٍزیت )

 ( ثیبى3. هحسٍزیت )هؾرـ ؽَز ؽزکت حول ٍ ًمل هغبفزیهمسار ّسف زر ایي هحسٍزیت هی تَاًس تَعو  .همسار ّسف ثبؽسهغبٍی 
عفز ثبؽس. هحسٍزیتْبی  یثبیس ثزاثز ثب کل تمبمب ،هغتمین کِ تَعو کلیِ ذيَه ٍ ًبٍگبى هرتلف خبثدب هی ؽًَس هغبفزاىهی کٌس کِ کل  
ثِ فَرت هغتمین اعت، هدوَع کل تمبمب ثیي سٍج  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ  هسل . اس آًدب کِ ّسفاعتلِ ( ثیبى کٌٌسُ اّساف هغئ3( ٍ )2)

تَعو  ٍ همقسخبثدب ؽسُ ثیي ّز هجسا  هغبفزاى( کل تؼساز 4. هحسٍزیت )ایغتگبّْب ثِ ػٌَاى همسار ّسف ایي هحسٍزیت ارائِ ؽسُ اعت
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توبهی ( لزار هی زّس ٍ ذَاّبى حول 2، هدوَع ّشیٌِ ّب را حساکثز ثزاثز ثب همسار ّسف اػلام ؽسُ زر هحسٍزیت )(1تبثغ ّسف )
کِ ایي زٍ تبثغ ّسف ثِ فَرت اعت زر ػول هغئلِ زارای زٍ تبثغ ّسف  .( اعت3ثز اعبط هحسٍزیت ) هغبفزاى ثِ فَرت هغتمین

( همسار گزفتي هتغیز کوجَز ثلاهبًغ 2زر هحسٍزیت ) ،هيلَة تز اعت ،ًس. اس آًدب کِ ّوَارُ ّشیٌِ کوتز( تجسیل ؽسُ ا3( ٍ )2هحسٍزیتْبی )
ثِ فَرت هغتمین،  هغبفزاى خبثدبیی کلیِ کِ اس ىزف زیگز اس آًدب لی هتغیز هبساز ایي هحسٍزیت ثبیس زر کوتزیي همسار ذَز ثبؽس.ٍ ،اعت

ثبػث  ،خبثدب ؽسُ ثِ فَرت هغتمین تَعو ذيَه اًتربثی کوتز اس کل تمبمب ثبؽس بفزاىهغٍ اگز کل  اعت( 3ّسف هحسٍزیت )همسار 
هغتمین خبثدب ؽسُ ثیؾتز اس کل تمبمب ثبؽس، ذيَه اًتربثی  هغبفزاى ثبلی هبًسُ هی ؽَز ٍ زر فَرتی کِ هغبفزاىایدبز ًبرمبیتی اس عوت 

ثِ فَرت هغتمین  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ ( 1اس ایي رٍ زر تبثغ ّسف ) .َززارای ظزفیت ذبلی ّغتٌس کِ ایي اهز ثبػث اػوبل ّشیٌِ هی ؽ
ایي تبثغ را هی تَاى ثِ فَرت  کِ ،( لزار زازُ ؽسُ اًس1( زر تبثغ ّسف )3ٍ هبساز هحسٍزیت ) زهيلَة اعت. اس ایي رٍ ّز زٍ هتغیز کوجَ

 ز.کزارائِ  (13( ٍ )12رٍاثو )یکی اس زٍ فَرت 
(12) 1 2 2( )Min g g g     

ثِ  هغبفزاىزارای ارسػ هغبٍی ثب خبثدبیی کلیِ  Yرعیسى ثِ حساکثز  ،( ارائِ ؽَز12زر فَرتی کِ تبثغ ّسف ثِ فَرت تبثغ ّسف )
   ز.کز( ارائِ 13زارای ارسػ هرتلفی ثبؽٌس، هی تَاى تبثغ ّسف هسل را ثِ فَرت تبثغ ) ،ٍلی زر فَرتی کِ ایي تَاثغ فَرت هغتمین اعت.

1فَرتی کِ زر  2w w   ( یکغبى هی ؽًَس.13( ٍ )12فزك ؽَز، تَاثغ ) 

(13) 1 1 2 2 2 2( )Min w g w g w g     
( ثیبى هی کٌس کِ هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز ذيَه ٍ ًَع ًبٍگبى اًتربثی ثب تَخِ ثِ تؼساز تکزار ّز یک ثبیس حساکثز 2هحسٍزیت )

 ( ثیبى3. هحسٍزیت )هؾرـ ؽَز ؽزکت حول ٍ ًمل هغبفزیهمسار ّسف زر ایي هحسٍزیت هی تَاًس تَعو  .همسار ّسف ثبؽسهغبٍی 
عفز ثبؽس. هحسٍزیتْبی  یثبیس ثزاثز ثب کل تمبمب ،هغتمین کِ تَعو کلیِ ذيَه ٍ ًبٍگبى هرتلف خبثدب هی ؽًَس هغبفزاىهی کٌس کِ کل  
ثِ فَرت هغتمین اعت، هدوَع کل تمبمب ثیي سٍج  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ  هسل . اس آًدب کِ ّسفاعتلِ ( ثیبى کٌٌسُ اّساف هغئ3( ٍ )2)

تَعو  ٍ همقسخبثدب ؽسُ ثیي ّز هجسا  هغبفزاى( کل تؼساز 4. هحسٍزیت )ایغتگبّْب ثِ ػٌَاى همسار ّسف ایي هحسٍزیت ارائِ ؽسُ اعت

 )6(

 

6 
 

(4) ,a b V   
,

, , ,
r a b

h
r a b a b

h He L r T

j d
 

   

(5) , ,rr R e L h H     
,

, ,( ) 0
r a b

h h
r a b h r

e L r T

j c x
 

   

(6) e E   
,r a b

h
r e

h He L r T

x u
 

   

(7) e E   
,r a b

h
h r e

h He L r T

c x 
 

   

(8) h H   
2 ( )

h
h hr
rh

r R
x 




  

(9) ,r R h H    0h h
r rx Mz   

(10)  
1 1 2 20 & 0g g g g        

(11) , , ,r R h H a b V       
, ,0 & , 0 & ,

{0,1} , 0 , 0.

h h
r r a b

h
r

x Integer j Integer

z g g 

 

  
 

توبهی ( لزار هی زّس ٍ ذَاّبى حول 2، هدوَع ّشیٌِ ّب را حساکثز ثزاثز ثب همسار ّسف اػلام ؽسُ زر هحسٍزیت )(1تبثغ ّسف )
کِ ایي زٍ تبثغ ّسف ثِ فَرت اعت زر ػول هغئلِ زارای زٍ تبثغ ّسف  .( اعت3ثز اعبط هحسٍزیت ) هغبفزاى ثِ فَرت هغتمین

( همسار گزفتي هتغیز کوجَز ثلاهبًغ 2زر هحسٍزیت ) ،هيلَة تز اعت ،ًس. اس آًدب کِ ّوَارُ ّشیٌِ کوتز( تجسیل ؽسُ ا3( ٍ )2هحسٍزیتْبی )
ثِ فَرت هغتمین،  هغبفزاى خبثدبیی کلیِ کِ اس ىزف زیگز اس آًدب لی هتغیز هبساز ایي هحسٍزیت ثبیس زر کوتزیي همسار ذَز ثبؽس.ٍ ،اعت

ثبػث  ،خبثدب ؽسُ ثِ فَرت هغتمین تَعو ذيَه اًتربثی کوتز اس کل تمبمب ثبؽس بفزاىهغٍ اگز کل  اعت( 3ّسف هحسٍزیت )همسار 
هغتمین خبثدب ؽسُ ثیؾتز اس کل تمبمب ثبؽس، ذيَه اًتربثی  هغبفزاى ثبلی هبًسُ هی ؽَز ٍ زر فَرتی کِ هغبفزاىایدبز ًبرمبیتی اس عوت 

ثِ فَرت هغتمین  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ ( 1اس ایي رٍ زر تبثغ ّسف ) .َززارای ظزفیت ذبلی ّغتٌس کِ ایي اهز ثبػث اػوبل ّشیٌِ هی ؽ
ایي تبثغ را هی تَاى ثِ فَرت  کِ ،( لزار زازُ ؽسُ اًس1( زر تبثغ ّسف )3ٍ هبساز هحسٍزیت ) زهيلَة اعت. اس ایي رٍ ّز زٍ هتغیز کوجَ

 ز.کزارائِ  (13( ٍ )12رٍاثو )یکی اس زٍ فَرت 
(12) 1 2 2( )Min g g g     

ثِ  هغبفزاىزارای ارسػ هغبٍی ثب خبثدبیی کلیِ  Yرعیسى ثِ حساکثز  ،( ارائِ ؽَز12زر فَرتی کِ تبثغ ّسف ثِ فَرت تبثغ ّسف )
   ز.کز( ارائِ 13زارای ارسػ هرتلفی ثبؽٌس، هی تَاى تبثغ ّسف هسل را ثِ فَرت تبثغ ) ،ٍلی زر فَرتی کِ ایي تَاثغ فَرت هغتمین اعت.

1فَرتی کِ زر  2w w   ( یکغبى هی ؽًَس.13( ٍ )12فزك ؽَز، تَاثغ ) 

(13) 1 1 2 2 2 2( )Min w g w g w g     
( ثیبى هی کٌس کِ هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز ذيَه ٍ ًَع ًبٍگبى اًتربثی ثب تَخِ ثِ تؼساز تکزار ّز یک ثبیس حساکثز 2هحسٍزیت )

 ( ثیبى3. هحسٍزیت )هؾرـ ؽَز ؽزکت حول ٍ ًمل هغبفزیهمسار ّسف زر ایي هحسٍزیت هی تَاًس تَعو  .همسار ّسف ثبؽسهغبٍی 
عفز ثبؽس. هحسٍزیتْبی  یثبیس ثزاثز ثب کل تمبمب ،هغتمین کِ تَعو کلیِ ذيَه ٍ ًبٍگبى هرتلف خبثدب هی ؽًَس هغبفزاىهی کٌس کِ کل  
ثِ فَرت هغتمین اعت، هدوَع کل تمبمب ثیي سٍج  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ  هسل . اس آًدب کِ ّسفاعتلِ ( ثیبى کٌٌسُ اّساف هغئ3( ٍ )2)

تَعو  ٍ همقسخبثدب ؽسُ ثیي ّز هجسا  هغبفزاى( کل تؼساز 4. هحسٍزیت )ایغتگبّْب ثِ ػٌَاى همسار ّسف ایي هحسٍزیت ارائِ ؽسُ اعت
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توبهی ( لزار هی زّس ٍ ذَاّبى حول 2، هدوَع ّشیٌِ ّب را حساکثز ثزاثز ثب همسار ّسف اػلام ؽسُ زر هحسٍزیت )(1تبثغ ّسف )
کِ ایي زٍ تبثغ ّسف ثِ فَرت اعت زر ػول هغئلِ زارای زٍ تبثغ ّسف  .( اعت3ثز اعبط هحسٍزیت ) هغبفزاى ثِ فَرت هغتمین

( همسار گزفتي هتغیز کوجَز ثلاهبًغ 2زر هحسٍزیت ) ،هيلَة تز اعت ،ًس. اس آًدب کِ ّوَارُ ّشیٌِ کوتز( تجسیل ؽسُ ا3( ٍ )2هحسٍزیتْبی )
ثِ فَرت هغتمین،  هغبفزاى خبثدبیی کلیِ کِ اس ىزف زیگز اس آًدب لی هتغیز هبساز ایي هحسٍزیت ثبیس زر کوتزیي همسار ذَز ثبؽس.ٍ ،اعت

ثبػث  ،خبثدب ؽسُ ثِ فَرت هغتمین تَعو ذيَه اًتربثی کوتز اس کل تمبمب ثبؽس بفزاىهغٍ اگز کل  اعت( 3ّسف هحسٍزیت )همسار 
هغتمین خبثدب ؽسُ ثیؾتز اس کل تمبمب ثبؽس، ذيَه اًتربثی  هغبفزاى ثبلی هبًسُ هی ؽَز ٍ زر فَرتی کِ هغبفزاىایدبز ًبرمبیتی اس عوت 

ثِ فَرت هغتمین  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ ( 1اس ایي رٍ زر تبثغ ّسف ) .َززارای ظزفیت ذبلی ّغتٌس کِ ایي اهز ثبػث اػوبل ّشیٌِ هی ؽ
ایي تبثغ را هی تَاى ثِ فَرت  کِ ،( لزار زازُ ؽسُ اًس1( زر تبثغ ّسف )3ٍ هبساز هحسٍزیت ) زهيلَة اعت. اس ایي رٍ ّز زٍ هتغیز کوجَ

 ز.کزارائِ  (13( ٍ )12رٍاثو )یکی اس زٍ فَرت 
(12) 1 2 2( )Min g g g     

ثِ  هغبفزاىزارای ارسػ هغبٍی ثب خبثدبیی کلیِ  Yرعیسى ثِ حساکثز  ،( ارائِ ؽَز12زر فَرتی کِ تبثغ ّسف ثِ فَرت تبثغ ّسف )
   ز.کز( ارائِ 13زارای ارسػ هرتلفی ثبؽٌس، هی تَاى تبثغ ّسف هسل را ثِ فَرت تبثغ ) ،ٍلی زر فَرتی کِ ایي تَاثغ فَرت هغتمین اعت.

1فَرتی کِ زر  2w w   ( یکغبى هی ؽًَس.13( ٍ )12فزك ؽَز، تَاثغ ) 
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( ثیبى هی کٌس کِ هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز ذيَه ٍ ًَع ًبٍگبى اًتربثی ثب تَخِ ثِ تؼساز تکزار ّز یک ثبیس حساکثز 2هحسٍزیت )

 ( ثیبى3. هحسٍزیت )هؾرـ ؽَز ؽزکت حول ٍ ًمل هغبفزیهمسار ّسف زر ایي هحسٍزیت هی تَاًس تَعو  .همسار ّسف ثبؽسهغبٍی 
عفز ثبؽس. هحسٍزیتْبی  یثبیس ثزاثز ثب کل تمبمب ،هغتمین کِ تَعو کلیِ ذيَه ٍ ًبٍگبى هرتلف خبثدب هی ؽًَس هغبفزاىهی کٌس کِ کل  
ثِ فَرت هغتمین اعت، هدوَع کل تمبمب ثیي سٍج  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ  هسل . اس آًدب کِ ّسفاعتلِ ( ثیبى کٌٌسُ اّساف هغئ3( ٍ )2)

تَعو  ٍ همقسخبثدب ؽسُ ثیي ّز هجسا  هغبفزاى( کل تؼساز 4. هحسٍزیت )ایغتگبّْب ثِ ػٌَاى همسار ّسف ایي هحسٍزیت ارائِ ؽسُ اعت
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کِ ایي زٍ تبثغ ّسف ثِ فَرت اعت زر ػول هغئلِ زارای زٍ تبثغ ّسف  .( اعت3ثز اعبط هحسٍزیت ) هغبفزاى ثِ فَرت هغتمین

( همسار گزفتي هتغیز کوجَز ثلاهبًغ 2زر هحسٍزیت ) ،هيلَة تز اعت ،ًس. اس آًدب کِ ّوَارُ ّشیٌِ کوتز( تجسیل ؽسُ ا3( ٍ )2هحسٍزیتْبی )
ثِ فَرت هغتمین،  هغبفزاى خبثدبیی کلیِ کِ اس ىزف زیگز اس آًدب لی هتغیز هبساز ایي هحسٍزیت ثبیس زر کوتزیي همسار ذَز ثبؽس.ٍ ،اعت

ثبػث  ،خبثدب ؽسُ ثِ فَرت هغتمین تَعو ذيَه اًتربثی کوتز اس کل تمبمب ثبؽس بفزاىهغٍ اگز کل  اعت( 3ّسف هحسٍزیت )همسار 
هغتمین خبثدب ؽسُ ثیؾتز اس کل تمبمب ثبؽس، ذيَه اًتربثی  هغبفزاى ثبلی هبًسُ هی ؽَز ٍ زر فَرتی کِ هغبفزاىایدبز ًبرمبیتی اس عوت 

ثِ فَرت هغتمین  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ ( 1اس ایي رٍ زر تبثغ ّسف ) .َززارای ظزفیت ذبلی ّغتٌس کِ ایي اهز ثبػث اػوبل ّشیٌِ هی ؽ
ایي تبثغ را هی تَاى ثِ فَرت  کِ ،( لزار زازُ ؽسُ اًس1( زر تبثغ ّسف )3ٍ هبساز هحسٍزیت ) زهيلَة اعت. اس ایي رٍ ّز زٍ هتغیز کوجَ

 ز.کزارائِ  (13( ٍ )12رٍاثو )یکی اس زٍ فَرت 
(12) 1 2 2( )Min g g g     

ثِ  هغبفزاىزارای ارسػ هغبٍی ثب خبثدبیی کلیِ  Yرعیسى ثِ حساکثز  ،( ارائِ ؽَز12زر فَرتی کِ تبثغ ّسف ثِ فَرت تبثغ ّسف )
   ز.کز( ارائِ 13زارای ارسػ هرتلفی ثبؽٌس، هی تَاى تبثغ ّسف هسل را ثِ فَرت تبثغ ) ،ٍلی زر فَرتی کِ ایي تَاثغ فَرت هغتمین اعت.

1فَرتی کِ زر  2w w   ( یکغبى هی ؽًَس.13( ٍ )12فزك ؽَز، تَاثغ ) 

(13) 1 1 2 2 2 2( )Min w g w g w g     
( ثیبى هی کٌس کِ هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز ذيَه ٍ ًَع ًبٍگبى اًتربثی ثب تَخِ ثِ تؼساز تکزار ّز یک ثبیس حساکثز 2هحسٍزیت )

 ( ثیبى3. هحسٍزیت )هؾرـ ؽَز ؽزکت حول ٍ ًمل هغبفزیهمسار ّسف زر ایي هحسٍزیت هی تَاًس تَعو  .همسار ّسف ثبؽسهغبٍی 
عفز ثبؽس. هحسٍزیتْبی  یثبیس ثزاثز ثب کل تمبمب ،هغتمین کِ تَعو کلیِ ذيَه ٍ ًبٍگبى هرتلف خبثدب هی ؽًَس هغبفزاىهی کٌس کِ کل  
ثِ فَرت هغتمین اعت، هدوَع کل تمبمب ثیي سٍج  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ  هسل . اس آًدب کِ ّسفاعتلِ ( ثیبى کٌٌسُ اّساف هغئ3( ٍ )2)

تَعو  ٍ همقسخبثدب ؽسُ ثیي ّز هجسا  هغبفزاى( کل تؼساز 4. هحسٍزیت )ایغتگبّْب ثِ ػٌَاى همسار ّسف ایي هحسٍزیت ارائِ ؽسُ اعت
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 ( ثیبى3. هحسٍزیت )هؾرـ ؽَز ؽزکت حول ٍ ًمل هغبفزیهمسار ّسف زر ایي هحسٍزیت هی تَاًس تَعو  .همسار ّسف ثبؽسهغبٍی 
عفز ثبؽس. هحسٍزیتْبی  یثبیس ثزاثز ثب کل تمبمب ،هغتمین کِ تَعو کلیِ ذيَه ٍ ًبٍگبى هرتلف خبثدب هی ؽًَس هغبفزاىهی کٌس کِ کل  
ثِ فَرت هغتمین اعت، هدوَع کل تمبمب ثیي سٍج  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ  هسل . اس آًدب کِ ّسفاعتلِ ( ثیبى کٌٌسُ اّساف هغئ3( ٍ )2)

تَعو  ٍ همقسخبثدب ؽسُ ثیي ّز هجسا  هغبفزاى( کل تؼساز 4. هحسٍزیت )ایغتگبّْب ثِ ػٌَاى همسار ّسف ایي هحسٍزیت ارائِ ؽسُ اعت
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ثِ فَرت هغتمین اعت، هدوَع کل تمبمب ثیي سٍج  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ  هسل . اس آًدب کِ ّسفاعتلِ ( ثیبى کٌٌسُ اّساف هغئ3( ٍ )2)

تَعو  ٍ همقسخبثدب ؽسُ ثیي ّز هجسا  هغبفزاى( کل تؼساز 4. هحسٍزیت )ایغتگبّْب ثِ ػٌَاى همسار ّسف ایي هحسٍزیت ارائِ ؽسُ اعت
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توبهی ( لزار هی زّس ٍ ذَاّبى حول 2، هدوَع ّشیٌِ ّب را حساکثز ثزاثز ثب همسار ّسف اػلام ؽسُ زر هحسٍزیت )(1تبثغ ّسف )
کِ ایي زٍ تبثغ ّسف ثِ فَرت اعت زر ػول هغئلِ زارای زٍ تبثغ ّسف  .( اعت3ثز اعبط هحسٍزیت ) هغبفزاى ثِ فَرت هغتمین

( همسار گزفتي هتغیز کوجَز ثلاهبًغ 2زر هحسٍزیت ) ،هيلَة تز اعت ،ًس. اس آًدب کِ ّوَارُ ّشیٌِ کوتز( تجسیل ؽسُ ا3( ٍ )2هحسٍزیتْبی )
ثِ فَرت هغتمین،  هغبفزاى خبثدبیی کلیِ کِ اس ىزف زیگز اس آًدب لی هتغیز هبساز ایي هحسٍزیت ثبیس زر کوتزیي همسار ذَز ثبؽس.ٍ ،اعت

ثبػث  ،خبثدب ؽسُ ثِ فَرت هغتمین تَعو ذيَه اًتربثی کوتز اس کل تمبمب ثبؽس بفزاىهغٍ اگز کل  اعت( 3ّسف هحسٍزیت )همسار 
هغتمین خبثدب ؽسُ ثیؾتز اس کل تمبمب ثبؽس، ذيَه اًتربثی  هغبفزاى ثبلی هبًسُ هی ؽَز ٍ زر فَرتی کِ هغبفزاىایدبز ًبرمبیتی اس عوت 

ثِ فَرت هغتمین  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ ( 1اس ایي رٍ زر تبثغ ّسف ) .َززارای ظزفیت ذبلی ّغتٌس کِ ایي اهز ثبػث اػوبل ّشیٌِ هی ؽ
ایي تبثغ را هی تَاى ثِ فَرت  کِ ،( لزار زازُ ؽسُ اًس1( زر تبثغ ّسف )3ٍ هبساز هحسٍزیت ) زهيلَة اعت. اس ایي رٍ ّز زٍ هتغیز کوجَ

 ز.کزارائِ  (13( ٍ )12رٍاثو )یکی اس زٍ فَرت 
(12) 1 2 2( )Min g g g     

ثِ  هغبفزاىزارای ارسػ هغبٍی ثب خبثدبیی کلیِ  Yرعیسى ثِ حساکثز  ،( ارائِ ؽَز12زر فَرتی کِ تبثغ ّسف ثِ فَرت تبثغ ّسف )
   ز.کز( ارائِ 13زارای ارسػ هرتلفی ثبؽٌس، هی تَاى تبثغ ّسف هسل را ثِ فَرت تبثغ ) ،ٍلی زر فَرتی کِ ایي تَاثغ فَرت هغتمین اعت.

1فَرتی کِ زر  2w w   ( یکغبى هی ؽًَس.13( ٍ )12فزك ؽَز، تَاثغ ) 

(13) 1 1 2 2 2 2( )Min w g w g w g     
( ثیبى هی کٌس کِ هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز ذيَه ٍ ًَع ًبٍگبى اًتربثی ثب تَخِ ثِ تؼساز تکزار ّز یک ثبیس حساکثز 2هحسٍزیت )

 ( ثیبى3. هحسٍزیت )هؾرـ ؽَز ؽزکت حول ٍ ًمل هغبفزیهمسار ّسف زر ایي هحسٍزیت هی تَاًس تَعو  .همسار ّسف ثبؽسهغبٍی 
عفز ثبؽس. هحسٍزیتْبی  یثبیس ثزاثز ثب کل تمبمب ،هغتمین کِ تَعو کلیِ ذيَه ٍ ًبٍگبى هرتلف خبثدب هی ؽًَس هغبفزاىهی کٌس کِ کل  
ثِ فَرت هغتمین اعت، هدوَع کل تمبمب ثیي سٍج  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ  هسل . اس آًدب کِ ّسفاعتلِ ( ثیبى کٌٌسُ اّساف هغئ3( ٍ )2)

تَعو  ٍ همقسخبثدب ؽسُ ثیي ّز هجسا  هغبفزاى( کل تؼساز 4. هحسٍزیت )ایغتگبّْب ثِ ػٌَاى همسار ّسف ایي هحسٍزیت ارائِ ؽسُ اعت

)11(
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توبهی ( لزار هی زّس ٍ ذَاّبى حول 2، هدوَع ّشیٌِ ّب را حساکثز ثزاثز ثب همسار ّسف اػلام ؽسُ زر هحسٍزیت )(1تبثغ ّسف )
کِ ایي زٍ تبثغ ّسف ثِ فَرت اعت زر ػول هغئلِ زارای زٍ تبثغ ّسف  .( اعت3ثز اعبط هحسٍزیت ) هغبفزاى ثِ فَرت هغتمین

( همسار گزفتي هتغیز کوجَز ثلاهبًغ 2زر هحسٍزیت ) ،هيلَة تز اعت ،ًس. اس آًدب کِ ّوَارُ ّشیٌِ کوتز( تجسیل ؽسُ ا3( ٍ )2هحسٍزیتْبی )
ثِ فَرت هغتمین،  هغبفزاى خبثدبیی کلیِ کِ اس ىزف زیگز اس آًدب لی هتغیز هبساز ایي هحسٍزیت ثبیس زر کوتزیي همسار ذَز ثبؽس.ٍ ،اعت

ثبػث  ،خبثدب ؽسُ ثِ فَرت هغتمین تَعو ذيَه اًتربثی کوتز اس کل تمبمب ثبؽس بفزاىهغٍ اگز کل  اعت( 3ّسف هحسٍزیت )همسار 
هغتمین خبثدب ؽسُ ثیؾتز اس کل تمبمب ثبؽس، ذيَه اًتربثی  هغبفزاى ثبلی هبًسُ هی ؽَز ٍ زر فَرتی کِ هغبفزاىایدبز ًبرمبیتی اس عوت 

ثِ فَرت هغتمین  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ ( 1اس ایي رٍ زر تبثغ ّسف ) .َززارای ظزفیت ذبلی ّغتٌس کِ ایي اهز ثبػث اػوبل ّشیٌِ هی ؽ
ایي تبثغ را هی تَاى ثِ فَرت  کِ ،( لزار زازُ ؽسُ اًس1( زر تبثغ ّسف )3ٍ هبساز هحسٍزیت ) زهيلَة اعت. اس ایي رٍ ّز زٍ هتغیز کوجَ

 ز.کزارائِ  (13( ٍ )12رٍاثو )یکی اس زٍ فَرت 
(12) 1 2 2( )Min g g g     

ثِ  هغبفزاىزارای ارسػ هغبٍی ثب خبثدبیی کلیِ  Yرعیسى ثِ حساکثز  ،( ارائِ ؽَز12زر فَرتی کِ تبثغ ّسف ثِ فَرت تبثغ ّسف )
   ز.کز( ارائِ 13زارای ارسػ هرتلفی ثبؽٌس، هی تَاى تبثغ ّسف هسل را ثِ فَرت تبثغ ) ،ٍلی زر فَرتی کِ ایي تَاثغ فَرت هغتمین اعت.

1فَرتی کِ زر  2w w   ( یکغبى هی ؽًَس.13( ٍ )12فزك ؽَز، تَاثغ ) 

(13) 1 1 2 2 2 2( )Min w g w g w g     
( ثیبى هی کٌس کِ هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز ذيَه ٍ ًَع ًبٍگبى اًتربثی ثب تَخِ ثِ تؼساز تکزار ّز یک ثبیس حساکثز 2هحسٍزیت )

 ( ثیبى3. هحسٍزیت )هؾرـ ؽَز ؽزکت حول ٍ ًمل هغبفزیهمسار ّسف زر ایي هحسٍزیت هی تَاًس تَعو  .همسار ّسف ثبؽسهغبٍی 
عفز ثبؽس. هحسٍزیتْبی  یثبیس ثزاثز ثب کل تمبمب ،هغتمین کِ تَعو کلیِ ذيَه ٍ ًبٍگبى هرتلف خبثدب هی ؽًَس هغبفزاىهی کٌس کِ کل  
ثِ فَرت هغتمین اعت، هدوَع کل تمبمب ثیي سٍج  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ  هسل . اس آًدب کِ ّسفاعتلِ ( ثیبى کٌٌسُ اّساف هغئ3( ٍ )2)

تَعو  ٍ همقسخبثدب ؽسُ ثیي ّز هجسا  هغبفزاى( کل تؼساز 4. هحسٍزیت )ایغتگبّْب ثِ ػٌَاى همسار ّسف ایي هحسٍزیت ارائِ ؽسُ اعت

                             

تابع هدف )1(، مجموع هزينه ها را حداکثر برابر با مقدار هدف 

اعلام شده در محدوديت )2( قرار می دهد و خواهان حمل تمامي 

در  است.   )3( اساس محدوديت  بر  مستقيم  به صورت  مسافران 

عمل مسئله دارای دو تابع هدف است که اين دو تابع هدف به 

صورت محدوديتهای )2( و )3( تبديل شده اند. از آنجا که همواره 

گرفتن  مقدار   )2( محدوديت  در  است،  تر  مطلوب  کمتر،  هزينه 

متغير کمبود بلامانع است، ولی متغير مازاد اين محدوديت بايد در 

کمترين مقدار خود باشد. از طرف ديگر از آنجا که جابجايی کليه 

مسافران به صورت مستقيم، مقدار هدف محدوديت )3( است و 

 يک مدل چندهدفه برنامه ريزی خطوط مسافری با در نظر گرفتن ...
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توسط خطوط  مستقيم  به صورت  شده  جابجا  مسافران  کل  اگر 

انتخابی کمتر از کل تقاضا باشد، باعث ايجاد نارضايتی از سمت 

مانده می شود و در صورتی که مسافران مستقيم  باقی  مسافران 

دارای  انتخابی  خطوط  باشد،  تقاضا  کل  از  بيشتر  شده  جابجا 

ظرفيت خالی هستند که اين امر باعث اعمال هزينه می شود. از اين 

رو در تابع هدف )1( جابجايی کليه مسافران به صورت مستقيم 

مطلوب است. از اين رو هر دو متغير کمبود و مازاد محدوديت 

)3( در تابع هدف )1( قرار داده شده اند، که اين تابع را می توان 

به صورت يکی از دو صورت روابط )12( و )13( ارائه کرد.
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توبهی ( لزار هی زّس ٍ ذَاّبى حول 2، هدوَع ّشیٌِ ّب را حساکثز ثزاثز ثب همسار ّسف اػلام ؽسُ زر هحسٍزیت )(1تبثغ ّسف )
کِ ایي زٍ تبثغ ّسف ثِ فَرت اعت زر ػول هغئلِ زارای زٍ تبثغ ّسف  .( اعت3ثز اعبط هحسٍزیت ) هغبفزاى ثِ فَرت هغتمین

( همسار گزفتي هتغیز کوجَز ثلاهبًغ 2زر هحسٍزیت ) ،هيلَة تز اعت ،ًس. اس آًدب کِ ّوَارُ ّشیٌِ کوتز( تجسیل ؽسُ ا3( ٍ )2هحسٍزیتْبی )
ثِ فَرت هغتمین،  هغبفزاى خبثدبیی کلیِ کِ اس ىزف زیگز اس آًدب لی هتغیز هبساز ایي هحسٍزیت ثبیس زر کوتزیي همسار ذَز ثبؽس.ٍ ،اعت

ثبػث  ،خبثدب ؽسُ ثِ فَرت هغتمین تَعو ذيَه اًتربثی کوتز اس کل تمبمب ثبؽس بفزاىهغٍ اگز کل  اعت( 3ّسف هحسٍزیت )همسار 
هغتمین خبثدب ؽسُ ثیؾتز اس کل تمبمب ثبؽس، ذيَه اًتربثی  هغبفزاى ثبلی هبًسُ هی ؽَز ٍ زر فَرتی کِ هغبفزاىایدبز ًبرمبیتی اس عوت 

ثِ فَرت هغتمین  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ ( 1اس ایي رٍ زر تبثغ ّسف ) .َززارای ظزفیت ذبلی ّغتٌس کِ ایي اهز ثبػث اػوبل ّشیٌِ هی ؽ
ایي تبثغ را هی تَاى ثِ فَرت  کِ ،( لزار زازُ ؽسُ اًس1( زر تبثغ ّسف )3ٍ هبساز هحسٍزیت ) زهيلَة اعت. اس ایي رٍ ّز زٍ هتغیز کوجَ

 ز.کزارائِ  (13( ٍ )12رٍاثو )یکی اس زٍ فَرت 
(12) 1 2 2( )Min g g g     

ثِ  هغبفزاىزارای ارسػ هغبٍی ثب خبثدبیی کلیِ  Yرعیسى ثِ حساکثز  ،( ارائِ ؽَز12زر فَرتی کِ تبثغ ّسف ثِ فَرت تبثغ ّسف )
   ز.کز( ارائِ 13زارای ارسػ هرتلفی ثبؽٌس، هی تَاى تبثغ ّسف هسل را ثِ فَرت تبثغ ) ،ٍلی زر فَرتی کِ ایي تَاثغ فَرت هغتمین اعت.

1فَرتی کِ زر  2w w   ( یکغبى هی ؽًَس.13( ٍ )12فزك ؽَز، تَاثغ ) 

(13) 1 1 2 2 2 2( )Min w g w g w g     
( ثیبى هی کٌس کِ هدوَع ّشیٌِ ّبی ثبثت ٍ هتغیز ذيَه ٍ ًَع ًبٍگبى اًتربثی ثب تَخِ ثِ تؼساز تکزار ّز یک ثبیس حساکثز 2هحسٍزیت )

 ( ثیبى3. هحسٍزیت )هؾرـ ؽَز ؽزکت حول ٍ ًمل هغبفزیهمسار ّسف زر ایي هحسٍزیت هی تَاًس تَعو  .همسار ّسف ثبؽسهغبٍی 
عفز ثبؽس. هحسٍزیتْبی  یثبیس ثزاثز ثب کل تمبمب ،هغتمین کِ تَعو کلیِ ذيَه ٍ ًبٍگبى هرتلف خبثدب هی ؽًَس هغبفزاىهی کٌس کِ کل  
ثِ فَرت هغتمین اعت، هدوَع کل تمبمب ثیي سٍج  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ  هسل . اس آًدب کِ ّسفاعتلِ ( ثیبى کٌٌسُ اّساف هغئ3( ٍ )2)

تَعو  ٍ همقسخبثدب ؽسُ ثیي ّز هجسا  هغبفزاى( کل تؼساز 4. هحسٍزیت )ایغتگبّْب ثِ ػٌَاى همسار ّسف ایي هحسٍزیت ارائِ ؽسُ اعت

                 )12(

ارائه   )12( هدف  تابع  صورت  به  هدف  تابع  که  صورتی  در 

جابجايی  با  مساوی  ارزش  دارای   Y حداکثر  به  رسيدن  شود، 

اين  به صورت مستقيم است. ولی در صورتی که  کليه مسافران 

توابع، دارای ارزش مختلفی باشند، می توان تابع هدف مدل را به 

صورت تابع )13( ارائه کرد. در صورتی که w1 =  w2  فرض شود، 

توابع )12( و )13( يکسان می شوند.
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توبهی ( لزار هی زّس ٍ ذَاّبى حول 2، هدوَع ّشیٌِ ّب را حساکثز ثزاثز ثب همسار ّسف اػلام ؽسُ زر هحسٍزیت )(1تبثغ ّسف )
کِ ایي زٍ تبثغ ّسف ثِ فَرت اعت زر ػول هغئلِ زارای زٍ تبثغ ّسف  .( اعت3ثز اعبط هحسٍزیت ) هغبفزاى ثِ فَرت هغتمین

( همسار گزفتي هتغیز کوجَز ثلاهبًغ 2زر هحسٍزیت ) ،هيلَة تز اعت ،ًس. اس آًدب کِ ّوَارُ ّشیٌِ کوتز( تجسیل ؽسُ ا3( ٍ )2هحسٍزیتْبی )
ثِ فَرت هغتمین،  هغبفزاى خبثدبیی کلیِ کِ اس ىزف زیگز اس آًدب لی هتغیز هبساز ایي هحسٍزیت ثبیس زر کوتزیي همسار ذَز ثبؽس.ٍ ،اعت

ثبػث  ،خبثدب ؽسُ ثِ فَرت هغتمین تَعو ذيَه اًتربثی کوتز اس کل تمبمب ثبؽس بفزاىهغٍ اگز کل  اعت( 3ّسف هحسٍزیت )همسار 
هغتمین خبثدب ؽسُ ثیؾتز اس کل تمبمب ثبؽس، ذيَه اًتربثی  هغبفزاى ثبلی هبًسُ هی ؽَز ٍ زر فَرتی کِ هغبفزاىایدبز ًبرمبیتی اس عوت 

ثِ فَرت هغتمین  هغبفزاىخبثدبیی کلیِ ( 1اس ایي رٍ زر تبثغ ّسف ) .َززارای ظزفیت ذبلی ّغتٌس کِ ایي اهز ثبػث اػوبل ّشیٌِ هی ؽ
ایي تبثغ را هی تَاى ثِ فَرت  کِ ،( لزار زازُ ؽسُ اًس1( زر تبثغ ّسف )3ٍ هبساز هحسٍزیت ) زهيلَة اعت. اس ایي رٍ ّز زٍ هتغیز کوجَ

 ز.کزارائِ  (13( ٍ )12رٍاثو )یکی اس زٍ فَرت 
(12) 1 2 2( )Min g g g     

ثِ  هغبفزاىزارای ارسػ هغبٍی ثب خبثدبیی کلیِ  Yرعیسى ثِ حساکثز  ،( ارائِ ؽَز12زر فَرتی کِ تبثغ ّسف ثِ فَرت تبثغ ّسف )
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1فَرتی کِ زر  2w w   ( یکغبى هی ؽًَس.13( ٍ )12فزك ؽَز، تَاثغ ) 

(13) 1 1 2 2 2 2( )Min w g w g w g     
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                 )13(

محدوديت )2( بيان می کند که مجموع هزينه های ثابت و متغير 
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اين  در  هدف  مقدار  باشد.  هدف  مقدار  مساوی  حداکثر  بايد 

محدوديت می تواند توسط شرکت حمل و نقل مسافری مشخص 

که  مستقيم  مسافران  کل  که  کند  می  بيان   )3( محدوديت  شود. 

توسط کليه خطوط و ناوگان مختلف جابجا می شوند، بايد برابر 

کننده  بيان   )3( و   )2( محدوديتهای  باشد.  سفر  تقاضاي  کل  با 

اهداف مسئله است. از آنجا که هدف مدل جابجايی کليه مسافران 

ايستگاه ها  زوج  بين  تقاضا  کل  است، مجموع  مستقيم  به صورت 

به عنوان مقدار هدف اين محدوديت ارائه شده است. محدوديت 

)4( کل تعداد مسافران جابجا شده بين هر مبدا و مقصد توسط 

کليه ناوگان و خطوط، حداکثر می تواند برابر با تقاضای سفر بين 

آن مبدا و مقصد باشد. محدوديت )5( بيان می کند که به ازاء هر 

کمان در هر خط با هر نوع ناوگان حداکثر به اندازه ظرفيت ايجاد 

شده توسط تعداد تکرار و نوع ناوگان می توان مسافران مستقيم 

را روی آن کمان جابجا کرد. محدوديت )6( بيان می کند که کليه 

تکرارهای هر خط با هر نوعی از ناوگان روی هر کمان حداکثر 

می تواند به اندازه حد بالای تعداد تکرار آن کمان باشد. اين حد 

معمولاً با توجه به عوامل مختلفی نظير تعداد ايستگاه های تلاقی 

می شود.  تعيين  ارتباطات  علائم  سيستم  وضعيت  و  کمان  در 

تعداد تکرار هر  به ظرفيت هر قطار و  با توجه  محدوديت )7( 

کل  که  می کند  ايجاد  نقل  و  حمل  شبکه  در  را  ظرفيتی  خط، 

به  مبدا  از  مستقيم  غير  يا  مستقيم  صورت  به  بتوانند  مسافران 

 )14( رابطه  کمک  به   ψe محدوديت  اين  در  برسند.  مقصدشان 

محاسبه می شود. اين پارامتر بيانگر تعداد مسافرانی است که در 

سفر از مبدا به مقصدشان به صورت مستقيم يا غير مستقيم بايد 

از کمان e عبور کنند.
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ّز کوبى زر  ( ثیبى هی کٌس کِ ثِ اساء5سٍزیت )هح مبمبی عفز ثیي آى هجسا ٍ همقس ثبؽس.ت ثب هی تَاًس ثزاثز، حساکثز کلیِ ًبٍگبى ٍ ذيَه
هغتمین را رٍی آى کوبى  هغبفزاىّز ذو ثب ّز ًَع ًبٍگبى حساکثز ثِ اًساسُ ظزفیت ایدبز ؽسُ تَعو تؼساز تکزار ٍ ًَع ًبٍگبى هی تَاى 

ّز ذو ثب ّز ًَػی اس ًبٍگبى رٍی ّز کوبى حساکثز هی تَاًس ثِ اًساسُ حس ثبلای  ( ثیبى هی کٌس کِ کلیِ تکزارّبی6ز. هحسٍزیت )کزخبثدب 
ػلائن ٍمؼیت عیغتن  ٍ تؼساز ایغتگبّْبی تلالی زر کوبى ػَاهل هرتلفی ًظیز ى کوبى ثبؽس. ایي حس هؼوَلاً ثب تَخِ ثِآتؼساز تکزار 

يبر ٍ تؼساز تکزار ّز ذو، ظزفیتی را زر ؽجکِ حول ٍ ًمل ایدبز هی کٌس کِ ( ثب تَخِ ثِ ظزفیت ّز ل7تؼییي هی ؽَز. هحسٍزیت ) ارتجبىبت
 ( هحبعجِ هی ؽَز.14ثِ کوک راثيِ ) ψe زر ایي هحسٍزیت ثتَاًٌس ثِ فَرت هغتمین یب غیز هغتمین اس هجسا ثِ همقسؽبى ثزعٌس. هغبفزاىکل 

 س.کٌٌػجَر   eسؽبى ثِ فَرت هغتمین یب غیز هغتمین ثبیس اس کوبى ی اعت کِ زر عفز اس هجسا ثِ همقهغبفزاًایي پبراهتز ثیبًگز تؼساز 
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ایي هحسٍزیت ثزای ّز ًبٍگبى ثب تَخِ ثِ تؼساز تکزار ّز ذو، سهبى عفز ّز ذو ثب ّز  زر .تؼساز ًبٍگبى اعت ( هحسٍزیت8هحسٍزیت )
 اس آًدب کِ ليبر زر هغیز رفت ثزهیًبٍگبى هَخَز کوتز ثبؽس. ثبیس اس تؼساز ّز ًَع هبى زر زعتزط، تؼساز ًبٍگبى هَرز ًیبس ًَع ًبٍگبى ٍ س

(  ثیي هتغیز اًتربة یک ذو ثب 9هحسٍزیت )اعتفبزُ ؽسُ اعت.  2اس مزیت  ،گززز ٍ سهبى رفت ثب سهبى ثزگؾت هغبٍی فزك هی ؽَز
ز تٌْب یکی هی تَاًس همسار ( ثیبى هی کٌس کِ اس ّز هتغیز کوجَز ٍ هبسا10ى ارتجبه ثزلزار هی کٌس. هحسٍزیت )ًبٍگبى هؾرـ ٍ تؼساز تکزار آ

، ثِ ػلت ٍاثغتگی ذيی ایي زٍ هتغیز پبیِ ای ؽسى ّز زٍ آًْب زر ّز خسٍل رت حل هسل تَعو الگَریتن عیوپلکظالجتِ زر فَ ثگیزز.
( 11ز. هحسٍزیت )کزفَرت حل تَعو الگَریتن عیوپلکظ هی تَاى ایي هحسٍزیت را حذف  عیوپلکظ اهکبى پذیز ًیغت. اس ایي رٍ زر

 س.کٌی تقوین هغئلِ را تؼزیف هی هتغیزّب

 مثال ػددی .3

زر ایي هثبل  .اعتثِ ػٌَاى ٍرٍزی هغئلِ ( 2فزمی ؽکل )ارائِ هی ؽَز. زر ایي هثبل، ؽجکِ  پیؾٌْبزیزر ازاهِ یک هثبل ػسزی ثزای هسل 
 .زر ًظز گزفتِ ؽسُ اعت زًبهِ ریشی یک رٍسٍاحس ث

 

 

 

 

 

  

 

 ضبكٍ حمل ي وقل ریلی مفريض .2ضكل

 ،ىَر کِ زر همسهِ ثیبى ؽس ّوبىکِ لاسم ثِ یبز آٍری اعت  کوبى اعت. 6ایغتگبُ ٍ  7هؾبّسُ هی ؽَز، ایي ؽجکِ ؽبهل  2زر ؽکل  چٌبى کِ
کلیِ ذيَه  ثیبى ؽسُ اًس. (1)ذيَه پیؾٌْبزی زر خسٍل هغبفزّغتٌس. سیبزی تؼساز ایي ایغتگبّْب زر ٍالغ ایغتگبّْبی ثشرگ ثَزُ ٍ زارای 
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  )14(

محدوديت )8( محدوديت تعداد ناوگان است. در اين محدوديت 

برای هر ناوگان با توجه به تعداد تکرار هر خط، زمان سفر هر 

خط با هر نوع ناوگان و زمان در دسترس، تعداد ناوگان مورد نياز 

بايد از تعداد هر نوع ناوگان موجود کمتر باشد. از آنجا که قطار در 

مسير رفت برمی گردد و زمان رفت با زمان برگشت مساوی فرض 

بين   )9( محدوديت  است.  شده  استفاده   2 ضريب  از  شود،  می 

متغير انتخاب يک خط با ناوگان مشخص و تعداد تکرار آن ارتباط 

برقرار می کند. محدوديت )10( بيان می کند که از هر متغير کمبود 

و مازاد تنها يکی می تواند مقدار بگيرد. البته در صورت حل مدل 

توسط الگوريتم سيمپلکس، به علت وابستگی خطی اين دو متغير 

امکان پذير  سيمپلکس  جدول  هر  در  آنها  دو  هر  شدن  ای  پايه 

سيمپلکس  الگوريتم  توسط  حل  صورت  در  رو  اين  از  نيست. 

می توان اين محدوديت را حذف کرد. محدوديت )11( متغيرهای 

تصميم مسئله را تعريف می کند.

3. مثال عددی
در ادامه يک مثال عددی برای مدل پيشنهادی ارائه می شود. در 

اين مثال، شبکه فرضی شکل )2( به عنوان ورودی مسئله است. 

مسعود يقينی، عليرضا عليمحمديان، سمانه شريفی
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در اين مثال واحد برنامه ريزی يک روز در نظر گرفته شده است.

7 
 

ّز کوبى زر  ( ثیبى هی کٌس کِ ثِ اساء5سٍزیت )هح مبمبی عفز ثیي آى هجسا ٍ همقس ثبؽس.ت ثب هی تَاًس ثزاثز، حساکثز کلیِ ًبٍگبى ٍ ذيَه
هغتمین را رٍی آى کوبى  هغبفزاىّز ذو ثب ّز ًَع ًبٍگبى حساکثز ثِ اًساسُ ظزفیت ایدبز ؽسُ تَعو تؼساز تکزار ٍ ًَع ًبٍگبى هی تَاى 

ّز ذو ثب ّز ًَػی اس ًبٍگبى رٍی ّز کوبى حساکثز هی تَاًس ثِ اًساسُ حس ثبلای  ( ثیبى هی کٌس کِ کلیِ تکزارّبی6ز. هحسٍزیت )کزخبثدب 
ػلائن ٍمؼیت عیغتن  ٍ تؼساز ایغتگبّْبی تلالی زر کوبى ػَاهل هرتلفی ًظیز ى کوبى ثبؽس. ایي حس هؼوَلاً ثب تَخِ ثِآتؼساز تکزار 

يبر ٍ تؼساز تکزار ّز ذو، ظزفیتی را زر ؽجکِ حول ٍ ًمل ایدبز هی کٌس کِ ( ثب تَخِ ثِ ظزفیت ّز ل7تؼییي هی ؽَز. هحسٍزیت ) ارتجبىبت
 ( هحبعجِ هی ؽَز.14ثِ کوک راثيِ ) ψe زر ایي هحسٍزیت ثتَاًٌس ثِ فَرت هغتمین یب غیز هغتمین اس هجسا ثِ همقسؽبى ثزعٌس. هغبفزاىکل 

 س.کٌٌػجَر   eسؽبى ثِ فَرت هغتمین یب غیز هغتمین ثبیس اس کوبى ی اعت کِ زر عفز اس هجسا ثِ همقهغبفزاًایي پبراهتز ثیبًگز تؼساز 

(14) e E   
,

,
, a b

e a b
a b V e S

d
 

   

ایي هحسٍزیت ثزای ّز ًبٍگبى ثب تَخِ ثِ تؼساز تکزار ّز ذو، سهبى عفز ّز ذو ثب ّز  زر .تؼساز ًبٍگبى اعت ( هحسٍزیت8هحسٍزیت )
 اس آًدب کِ ليبر زر هغیز رفت ثزهیًبٍگبى هَخَز کوتز ثبؽس. ثبیس اس تؼساز ّز ًَع هبى زر زعتزط، تؼساز ًبٍگبى هَرز ًیبس ًَع ًبٍگبى ٍ س

(  ثیي هتغیز اًتربة یک ذو ثب 9هحسٍزیت )اعتفبزُ ؽسُ اعت.  2اس مزیت  ،گززز ٍ سهبى رفت ثب سهبى ثزگؾت هغبٍی فزك هی ؽَز
ز تٌْب یکی هی تَاًس همسار ( ثیبى هی کٌس کِ اس ّز هتغیز کوجَز ٍ هبسا10ى ارتجبه ثزلزار هی کٌس. هحسٍزیت )ًبٍگبى هؾرـ ٍ تؼساز تکزار آ

، ثِ ػلت ٍاثغتگی ذيی ایي زٍ هتغیز پبیِ ای ؽسى ّز زٍ آًْب زر ّز خسٍل رت حل هسل تَعو الگَریتن عیوپلکظالجتِ زر فَ ثگیزز.
( 11ز. هحسٍزیت )کزفَرت حل تَعو الگَریتن عیوپلکظ هی تَاى ایي هحسٍزیت را حذف  عیوپلکظ اهکبى پذیز ًیغت. اس ایي رٍ زر

 س.کٌی تقوین هغئلِ را تؼزیف هی هتغیزّب

 مثال ػددی .3

زر ایي هثبل  .اعتثِ ػٌَاى ٍرٍزی هغئلِ ( 2فزمی ؽکل )ارائِ هی ؽَز. زر ایي هثبل، ؽجکِ  پیؾٌْبزیزر ازاهِ یک هثبل ػسزی ثزای هسل 
 .زر ًظز گزفتِ ؽسُ اعت زًبهِ ریشی یک رٍسٍاحس ث

 

 

 

 

 

  

 

 ضبكٍ حمل ي وقل ریلی مفريض .2ضكل

 ،ىَر کِ زر همسهِ ثیبى ؽس ّوبىکِ لاسم ثِ یبز آٍری اعت  کوبى اعت. 6ایغتگبُ ٍ  7هؾبّسُ هی ؽَز، ایي ؽجکِ ؽبهل  2زر ؽکل  چٌبى کِ
کلیِ ذيَه  ثیبى ؽسُ اًس. (1)ذيَه پیؾٌْبزی زر خسٍل هغبفزّغتٌس. سیبزی تؼساز ایي ایغتگبّْب زر ٍالغ ایغتگبّْبی ثشرگ ثَزُ ٍ زارای 

A 

B 

C D E 

F 

G 

 

شکل2. شبکه حمل و نقل ريلی مفروض

چنان که در شکل 2 مشاهده می شود، اين شبکه شامل 7 ايستگاه 

و 6 کمان است. لازم به ياد آوری است که همان طور که در مقدمه 

بيان شد، اين ايستگاه ها در واقع ايستگاه های بزرگ بوده و دارای 

تعداد زيادي مسافرهستند. خطوط پيشنهادی در جدول )1( بيان 

اند. کليه خطوط پيشنهادی در کليه ايستگاه های مابين مبدا  شده 

پيشنهادی  در خطوط  ارائه خدمت  برای  دارند.  توقف  مقصد  و 

از دو نوع ناوگان با زمانهای سيروظرفيت حمل مختلف استفاده 

می شود. زمان سفر برای خطوط تعريف شده بر اساس ساعت بيان 

شده است، به عنوان مثال خط 1 از ايستگاه A به ايستگاه B  و 

بالعکس حرکت می کند که در صورت استفاده از ناوگان نوع اول، 

زمان سفر در اين مسير 0/9 ساعت و هزينه ثابت تشکيل خط 4 

واحد و هزينه متغير اين خط به ازای هر اعزام 0/45 واحد است 

و در صورت استفاده از ناوگان نوع دوم، زمان سفر 1/1 ساعت و 

هزينه ثابت ايجاد خط 3 واحد و هزينه مغير خط به ازا هر اعزام 

0/55 است.

شده  داده  نشان   )2( جدول  در  ناوگان  به  مربوط  اطلاعات 

ساعت  برحسب  دسترس  در  زمان  کل  جدول  اين  در  است. 

زمان  کل  روز،  شبانه  يک  در  مثال،  اين  در  است.  شده  بيان 

ناوگان نوع  20 ساعت فرض شده است. ظرفيت  در دسترس 

و ضريب  است   25 موجود  قطارهای  تعداد  و  نفر   100 اول، 

نوع  ناوگان  برای  است.   0/6 تاوگان  نوع  اين  از  استفاده 

30 و ضريب  قطارهای موجود  تعداد  نفر،   150 دوم، ظرفيت 

0/5 است. از قطار  استفاده 

اطلاعات مربوط به تقاضای سفر در جدول )3( بيان شده است. 

دو  بين  سفر  تقاضای  کننده  بيان  جدول،  اين  در  سفر  تقاضای 

ايستگاه در جهت رفت در يک روز است. تقاضا در مسير رفت 

با تقاضا در مسير برگشت برابر است.  به عنوان مثال تقاضا از 

نيز 1000   A به   B از  و  نفر   1000  ،B ايستگاه  به    A ايستگاه 

نفر است. 

اطلاعات مربوط به حد بالای تعداد تکرار روی هر کمان در مسير 

رفت در يک روز، در جدول)4( بيان شده است. به عنوان مثال 

در مسير رفت  قطار  در يک روز حداکثر 60     AC کمان  روی 

می توانند عبور کنند.

مقدار هدف برای مجموع هزينه ها 170 واحد در نظر گرفته شده 

تابع  با   )11(  -)2( مدل  بيان شده،  اطلاعات  به  توجه  با  است. 

تابع هزينه و مسافران  برای وزن  هدف )13( و مقادير مختلف 

 11.0 نسخه   LINGO سازی   بهينه  افزار  نرم  توسط  مستقيم، 

که  آنجا  از  است.  شده  ارائه   )5( جدول  در  نتايج  و  شده  حل 

متغيرهای حائز اهميت، متغيرهای تعداد تکرار هر خط هستند، 

در  مثال،  عنوان  به  اند.  شده  ارائه   )5( جدول  در  متغيرها  اين 

باشد، جوابهای   )1-13( به صورت  ارزش  که ضرائب  صورتی 

بهينه به صورت 17 اعزام برای خط يک با ناوگان نوع دوم، 11 

اعزام برای خط 4 با ناوگان نوع اول و چهار اعزام برای اين خط 

در  بقيه خطوط  برای  اعزامها  ساير  و  است  دوم  نوع  ناوگان  با 

جدول بيان شده است. 

نسخه   LINGO افزار  نرم  توسط  مدلها  از  يک  هر  حل  زمان 

ترتيب  به   )13- 3( و   )13- 2(  ،)13- 1( هدف  توابع  با   11/0

برابر 11/2 ثانيه، 11/9 ثانيه و 11/4 ثانيه است. تابع هدف )1 -

13( همان تابع هدف )13( است که در آن اهميت دستيابی به 

مقدار هدف برای مجموع هزينه ها )Y( نصف اهميت جابجايی 

کليه مسافران به صورت مستقيم است. در تابع )2 -13( اهميت 

دستيابی به مقدار هدف هر دو يکسان است و در تابع )3 -13( 

اهميت دستيابی به Y دو برابر اهميت جابجايی کليه مسافران به 

صورت مستقيم است.

 يک مدل چندهدفه برنامه ريزی خطوط مسافری با در نظر گرفتن ...
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زر ایي  .ثزحغت عبػت ثیبى ؽسُ اعتکل سهبى زر زعتزط  زر ایي خسٍل ؽسُ اعت. ًؾبى زازُ( 2)خسٍل اىلاػبت هزثَه ثِ ًبٍگبى زر 
 25تؼساز ليبرّبی هَخَز ًفز ٍ  100 ،اعت. ظزفیت ًبٍگبى ًَع اٍل فزك ؽسُ عبػت 20کل سهبى زر زعتزط  ،زر یک ؽجبًِ رٍس ،هثبل

ٍ مزیت اعتفبزُ اس  30ی هَخَز ليبرّبتؼساز  ،ًفز 150ظزفیت  ،ًَع زٍم ًبٍگبىثزای  اعت. 6/0اعت ٍ مزیت اعتفبزُ اس ایي ًَع تبٍگبى 
 اعت. 5/0ليبر 

 اطلاػات وايگان مًرد استفادٌ. 2جديل 

َسیىٍ متغير 
خط با وايگان 

 وًع دي

َسیىٍ متغير 
خط با وايگان 

 وًع یک

بت َسیىٍ ثا
خط با وايگان 

 وًع دي

َسیىٍ ثابت 
خط با وايگان 

 وًع یک

زمان سفر 
با وايگان 

 وًع دي

زمان سفر 
با وايگان 
 وًع یک

 خط مبدا مقصد

55/0 45/0 3 4 1/1 9/0 B A 1 
25/0 2/0 5/1 2 5/0 4/0 C A 2 
6/0 5/0 3 4 2/1 1 D A 3 
8/0 7/0 5/4 6 6/1 4/1 E A 4 
2/1 05/1 6 8 4/2 1/2 F A 5 
2/1 1/1 6 8 4/2 2/2 G A 6 
3/0 25/0 5/1 2 6/0 5/0 C B 7 
6/0 55/0 3 4 2/1 1/1 D B 8 
85/0 75/0 5/4 6 7/1 5/1 E B 9 
35/1 1/1 6 8 7/2 2/2 F B 10 
05/1 95/0 6 8 1/2 9/1 G B 11 
35/0 3/0 5/1 2 7/0 6/0 D C 12 
55/0 5/0 3 4 1/1 1 E C 13 
95/0 85/0 5/4 6 9/1 7/1 F C 14 
75/0 7/0 5/4 6 5/1 4/1 G C 15 
23/0 2/0 5/1 2 45/0 4/0 E D 16 
6/0 55/0 3 4 2/1 1/1 F D 17 
43/0 4/0 3 4 85/0 8/0 G D 18 
4/0 35/0 5/1 2 8/0 7/0 F E 19 
23/0 2/0 5/1 2 45/0 4/0 G E 20 
6/0 55/0 3 4 2/1 1/1 G F 21 

جدول1. جدول خطوط پيشنهادی و زمان سفر و هزينه های هر قطار در هر خط

جدول 2. اطلاعات ناوگان مورد استفاده

11 
 

ضریب استفادٌ از 
 َر وًع وايگان

ظرفيت  تؼداد وايگان مًجًد
 وايگان

زمان در 
 دسترس

 وًع وايگان

6/0  25 100 20 1 

5/0  30 150 20 2 

 

عفز ثیي زٍ ایغتگبُ زر خْت  یتمبمبی عفز زر ایي خسٍل، ثیبى کٌٌسُ تمبمب ثیبى ؽسُ اعت. (3)َه ثِ تمبمبی عفز زر خسٍل اىلاػبت هزث
 B، 1000ایغتگبُ  ثِ  Aاس ایغتگبُ  ثِ ػٌَاى هثبل تمبمب  . تمبمب زر هغیز رفت ثب تمبمب زر هغیز ثزگؾت ثزاثز اعت.اعترفت زر یک رٍس 

  ًفز اعت. 1000ًیش  Aثِ  Bًفز ٍ اس 

 اطلاػات تقاضای سفر .3جديل

G F E D C B A ٌایستگا 

550 600 750 900 1500 1000 - A 

750 700 850 1100 1300 -  B 

1100 1200 1400 1600 -   C 

800 600 1000 -    D 

1300 1200 -     E 

950 -      F 

-       G 

 

ثِ ػٌَاى هثبل رٍی کوبى  ثیبى ؽسُ اعت.( 4)زر خسٍل ،ی ّز کوبى زر هغیز رفت زر یک رٍساىلاػبت هزثَه ثِ حس ثبلای تؼساز تکزار رٍ
AC   ليبر زر هغیز رفت هی تَاًٌس ػجَر کٌٌس  60زر یک رٍس حساکثز. 

. 

 حد بالای تؼداد تكرار ريی َر كمان .4جديل 

EG EF DE CD BC AC كمان 
ّز حس ثبلای تؼساز تکزار رٍی  60 75 105 105 75 60

 کوبى
 

11 
 

ضریب استفادٌ از 
 َر وًع وايگان

ظرفيت  تؼداد وايگان مًجًد
 وايگان

زمان در 
 دسترس

 وًع وايگان

6/0  25 100 20 1 

5/0  30 150 20 2 

 

عفز ثیي زٍ ایغتگبُ زر خْت  یتمبمبی عفز زر ایي خسٍل، ثیبى کٌٌسُ تمبمب ثیبى ؽسُ اعت. (3)َه ثِ تمبمبی عفز زر خسٍل اىلاػبت هزث
 B، 1000ایغتگبُ  ثِ  Aاس ایغتگبُ  ثِ ػٌَاى هثبل تمبمب  . تمبمب زر هغیز رفت ثب تمبمب زر هغیز ثزگؾت ثزاثز اعت.اعترفت زر یک رٍس 

  ًفز اعت. 1000ًیش  Aثِ  Bًفز ٍ اس 

 اطلاػات تقاضای سفر .3جديل

G F E D C B A ٌایستگا 

550 600 750 900 1500 1000 - A 

750 700 850 1100 1300 -  B 

1100 1200 1400 1600 -   C 

800 600 1000 -    D 

1300 1200 -     E 

950 -      F 

-       G 

 

ثِ ػٌَاى هثبل رٍی کوبى  ثیبى ؽسُ اعت.( 4)زر خسٍل ،ی ّز کوبى زر هغیز رفت زر یک رٍساىلاػبت هزثَه ثِ حس ثبلای تؼساز تکزار رٍ
AC   ليبر زر هغیز رفت هی تَاًٌس ػجَر کٌٌس  60زر یک رٍس حساکثز. 

. 

 حد بالای تؼداد تكرار ريی َر كمان .4جديل 

EG EF DE CD BC AC كمان 
ّز حس ثبلای تؼساز تکزار رٍی  60 75 105 105 75 60

 کوبى
 

جدول3. اطلاعات تقاضای سفر

مسعود يقينی، عليرضا عليمحمديان، سمانه شريفی
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4. نتيجه گيری
در اين مقاله برای برنامه ريزی خط يک مدل رياضی جديد که 

به کمک برنامه ريزی آرمانی، توابع بيشينه سازی مسافران مستقيم 

و کمينه سازی مجموع هزينه های ثابت و متغير خطوط را بهينه 

می کند و علاوه بر ساير محدوديتهای رايج در برنامه ريزی خط، 

را  ناوگان  تعداد  محدوديت  متفاوت  ناوگان  نوع  چند  وجود  با 

يک  توسط  بيان شده  مدل  است.  ارائه شده  کند،  می  اعمال  نيز 

مثال عددی با مقادير مختلف برای اوزان اهميت توابع هدف در 

رسيدن به مقدار هدف خود حل شده و نتايج به دست آمده نشان 

با توجه  توان  آرمانی می  برنامه ريزی  از  استفاده  با  می دهد که 

به شرايط برنامه ريزی و اولويتهای سازمانی، برنامه ريزی خط را 

به نحوی بهينه کرد که دو هدف کمينه سازی هزينه و بيشينه سازی 

بهينه  طورهمزمان  به  اولويتهايشان  به  توجه  با  مستقيم  مسافران 

کاهش  بر  علاوه  آن،  بکارگيري  و  بهينه  خطوط  انتخاب  شوند. 

دارد.  مشتريان  رضايتمندي  افزايش  در  بسزايي  تاثير  ها  هزينه 

با بکارگيری اين مدل، مسيرهای مسافری، با توجه به تنوع و تعداد 

جدول 4. حد بالای تعداد تکرار روی هر كمان
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ضریب استفادٌ از 
 َر وًع وايگان

ظرفيت  تؼداد وايگان مًجًد
 وايگان

زمان در 
 دسترس

 وًع وايگان

6/0  25 100 20 1 

5/0  30 150 20 2 

 

عفز ثیي زٍ ایغتگبُ زر خْت  یتمبمبی عفز زر ایي خسٍل، ثیبى کٌٌسُ تمبمب ثیبى ؽسُ اعت. (3)َه ثِ تمبمبی عفز زر خسٍل اىلاػبت هزث
 B، 1000ایغتگبُ  ثِ  Aاس ایغتگبُ  ثِ ػٌَاى هثبل تمبمب  . تمبمب زر هغیز رفت ثب تمبمب زر هغیز ثزگؾت ثزاثز اعت.اعترفت زر یک رٍس 

  ًفز اعت. 1000ًیش  Aثِ  Bًفز ٍ اس 

 اطلاػات تقاضای سفر .3جديل

G F E D C B A ٌایستگا 

550 600 750 900 1500 1000 - A 

750 700 850 1100 1300 -  B 

1100 1200 1400 1600 -   C 

800 600 1000 -    D 

1300 1200 -     E 

950 -      F 

-       G 

 

ثِ ػٌَاى هثبل رٍی کوبى  ثیبى ؽسُ اعت.( 4)زر خسٍل ،ی ّز کوبى زر هغیز رفت زر یک رٍساىلاػبت هزثَه ثِ حس ثبلای تؼساز تکزار رٍ
AC   ليبر زر هغیز رفت هی تَاًٌس ػجَر کٌٌس  60زر یک رٍس حساکثز. 

. 

 حد بالای تؼداد تكرار ريی َر كمان .4جديل 

EG EF DE CD BC AC كمان 
ّز حس ثبلای تؼساز تکزار رٍی  60 75 105 105 75 60

 کوبى
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 وتایج حاصل از حل مدل .5جديل

 تبثغ ّسف (1-13) (2-13) (3-13)

2w  1w  2w  1w  2w  1w  
33/0  66/0  5/0  5/0  66/0 33/0 

 ذو ًبٍگبى ًَع یک ًبٍگبى ًَع زٍ ًبٍگبى ًَع یک ًبٍگبى ًَع زٍ ًبٍگبى ًَع یک وايگان وًع دي
7 0 7 0 17 0 1 
0 0 0 1 0 0 2 

0 0 8 0 0 0 3 

6 19 3 2 4 11 4 

17 0 4 0 0 2 5 

4 0 16 0 14 8 6 

0 0 0 0 9 0 7 

0 8 0 0 2 0 8 

0 0 9 0 0 0 9 

8 0 11 0 8 0 10 

21 0 0 17 8 0 11 

5 0 0 0 10 0 12 

0 0 0 0 0 0 13 

0 0 13 0 0 24 14 

0 0 0 0 2 0 15 

0 0 0 0 0 0 16 

0 0 0 0 0 0 17 

0 0 0 0 0 0 18 

0 0 0 0 0 0 19 

0 1 2 0 0 0 20 

10 0 7 0 7 0 21 

 

 9/11ثبًیِ،  2/11( ثِ تزتیت ثزاثز 13-3( ٍ )13-2(، )13-1ثب تَاثغ ّسف ) 11.0ًغرِ  LINGOسهبى حل ّز یک اس هسلْب تَعو ًزم افشار 
( Yار ّسف ثزای هدوَع ّشیٌِ ّب )کِ زر آى اّویت زعتیبثی ثِ همس اعت( 13( ّوبى تبثغ ّسف )13-1تبثغ ّسف )ثبًیِ اعت.  4/11ثبًیِ ٍ 

زعتیبثی ثِ همسار ّسف ّز زٍ یکغبى اعت ٍ زر تبثغ ( اّویت 13-2ثِ فَرت هغتمین اعت. زر تبثغ ) هغبفزاىًقف اّویت خبثدبیی کلیِ 
 ثِ فَرت هغتمین اعت. هغبفزاىزٍ ثزاثز اّویت خبثدبیی کلیِ  Yاّویت زعتیبثی ثِ  ( 3-13)

جدول5. نتايج حاصل از حل مدل
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شبکه  يک  در  ايستگاه  هرزوج  سفربين  تقاضای  موجود،  ناوگان 

توان  آتی می  پژوهشهای  به عنوان زمينه  تعيين مي شوند.  ريلی 

تقاضای سفررا که به صورت قطعی فرض شده است به صورت 

با  گيری  تصميم  روشهای  از  يا  و  کرده  فرض  فازی  يا  احتمالی 

اهداف چندگانه ديگر استفاده کرد. همچنين می توان از روشهای 

و  شاخه  و  حد7  و  شاخه  نظير  بزرگ  ابعاد  با  مسائل  برای  حل 

هزينه8 به عنوان روشهای دقيق9 و الگوريتم جستجوی ممنوعه10 

و الگوريتم ژنتيک11 به عنوان روشهای فراابتکاری12 استفاده کرد. 

ريزی خطوط  برنامه  مسئله  برای حل  ديگر  رويکردی  عنوان  به 

مسافری می توان از روشهای شبيه سازی استفاده کرد. 

5. پي نوشتها
1.  Line planning problem
2.  Cyclic
3.  Lagrangian relaxation
4.  Train time tabling
5.  Crew scheduling
6.  Goal programming
7. Branch & Bound
8. Branch & Price
9. Exact methods
10. Tabu search method
11. Genetic algorithm
12 Meta heuristic methods
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