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چکیده:

در این تحقیق، مسئله زمانبندی حرکت قطارها در مسیرهای دو خطه ریلی با هدف کمینه‌سازی زمان بیکاری بلاک‌ها و بهره‌برداری بهینه 

از خطوط ریلی مورد بررسی قرار گرفته است. برای این مسئله یک مدل برنامه‌ریزی عدد صحیح ارائه شده است. جهت بهره‌برداری بهینه 

از ظرفیت زیرساخت ریلی موجود، قطارها می بایست با حفظ شرایط عملیاتی، تا حدامکان در فشرده ترین حالت زمانبندی شوند تا طول 

زمان اشغال مسیر ریلی کمینه شود. متغیرهای تصمیم مسئله شامل توالی اعزام قطارها از ایستگاه مبدا، سرفاصله زمانی بین اعزام قطارهای 

متوالی، تخصیص قطارها به خطوط ایستگاهها و تعیین برنامه توقف قطارها برای اقامه نماز است. قطارها از ایستگاه مبدا در یک جهت به 

سمت ایستگاه مقصد مشترک، اعزام شده و به دلایل متفاوتی مانند مسافرگیری، آبگیری، اقامه نماز و غیره، در ایستگاههای بین راه توقف 

دارند. در مدل پیشنهادی، امکان سبقت گرفتن قطارها از یکدیگر به دلیل جلوگیری از انتشار تاخیرات، وجود ندارد. برنامه توقف قطارها 

برای مواردی مانند مسافرگیری، بارگیری و سوختگیری، از قبل مشخص و ثابت بوده ، اما برنامه توقف قطارها جهت اقامه نماز، متغیر 

تصمیم مسئله است. محدودیت ظرفیت ایستگاه شامل تعداد خطوط و سکوها در تعیین ظرفیت محور، در نظر گرفته شده است. برای 

کاهش زمان حل مدل برنامه‌ریزی عددصحیح، چندین دسته نامساوی معتبر ارائه شده است. عملکرد مدل برنامه‌ریزی عددصحیح روی 

تعدادی نمونه مسئله تصادفی با ابعاد کوچک، متوسط، بزرگ و همچنین برای مسیرهای دوخطه تهران-گرمسار و تهران–محمدیه به عنوان 

مطالعه موردی، بررسی شده است. نتایج نشان دهنده کارائی نامساویهای معتبر ارائه شده در کاهش زمان دقیق حل مسائل با ابعاد کوچک 

و متوسط، توسط نرم افزار CPLEX است. همچنین در صورتی که توالی اعزام قطارها مشخص باشد، نرم افزار CPLEX قادر به حل مسائل 

با ابعاد بزرگ در زمان پذیرفتنی است.

واژه‌های کلیدی : زمانبندی حرکت قطارها، توالی اعزام، مسیر دوخطه، نامساوی معتبر
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1. مقدمه
صنعت ریلی یکی از صنایع مهم حمل‌ونقل با هزینه سرمایه گذاری 

بالا در تجهیزات و نیروی انسانی است. در این صنعت، برنامه‌ریزی 

بسیار  مسئله‌ای  ریلی  شبکه  در  قطار  صدها  حرکت  زمانبندی  و 

پیچیده بوده و بهبود اندکی در هزینه‌های عملیاتی سیستم حمل‌ونقل 

می‌تواند بهبود قابل ملاحظه‌ای در بازگشت سرمایه داشته باشد. به 

طورکلی فرآيندهای برنامه‌ريزي حمل‌ونقل ريلي را می‌توان در شکل 

تخمین  فاز  در  کرد.  خلاصه  راه‌آهن،  در  برنامه‌ریزی  های  گام   .1

و  شده  تعیین  مقصد،  و  مبدا  نقاط  بین  سفر  تقاضای  تقاضا، حجم 

تقاضا  از  حجم  این  مدیریت  برای  نیاز  مورد  واگن  و  قطار  تعداد 

برآورد می‌شود. در گام برنامه‌ریزی خطوط ریلی، هدف تعیین مسیر 

حرکت و تعداد دفعات اعزام هر قطار از مبدا است. در گام زمانبندی 

تعیین  پردازیم، هدف،  به آن می  این تحقیق  حرکت قطارها که در 

یک برنامه کامل زمانبندی با جزئیات کامل شامل تعیین زمان حرکت 

هر قطار از مبدا، برنامه دقیق خروج از هر یک از ایستگاههای بین 

راه و تعیین مکان مناسب برای توقف اجباری قطارها در ایستگاهها 

است. در مرحله زمانبندی حرکت قطارها، تعيين توالی اعزام قطارها 

با هدف  یا  و  شبکه  ظرفیت  از  بیشتر  چه  هر  بهره‌برداری  هدف  با 

كاهش تاخيرات برنامه‌ریزی نشده قطارها و كاهش انحراف از برنامه 

زمانبندی اولیه انجام می‌گیرد. در گام برنامه‌ریزی گردش لکوموتیو، 

هزینه‌های  کاهش  با هدف  قطارها  به  واگنها  بهینه  تخصیص  هدف 

از ظرفیت حمل مسافر و  بیشتر  گردش لکوموتیو و استفاده هرچه 

بار است. در گام آخر نیز برنامه اعزام خدمه قطار و تخصیص آنها به 

قطارها تعیین می‌شود. 

و  ترین  مهم  از  یکی  قطارها،  حركت  زمانبندي  کامل  برنامه  تهیه 

به  دشواری  این  است.  راه‌آهن  شرکتهای  در  فعالیتها  دشوارترین 

وجود  همچنین  و  واقعی  مسائل  رشد  به  رو  و  بزرگ  ابعاد  دلیل 

محدودیتهای عملیاتی مختلف است. با افزایش تقاضای مسافران و 

توسعه خطوط ریلی، اهمیت مسئله زمانبندی و توالی اعزام قطارها 

در شبکه‌های ریلی، دوچندان شده است،  چرا که علاوه بر افزایش 

دشواری برنامه‌ریزی سیستم‌های حمل‌ونقل ریلی، انتظارات مسافرین 

طرفی  از  است.  یافته  افزایش  تر،  مناسب  ارائه سطح خدمت  برای 

شرکتهای راه‌آهن، جهت بهره‌برداری هرچه بهتر از ظرفیت موجود، 

ریلی  در شبکه  مسافر  عملی حمل  دانستن حداکثر ظرفیت  به  نیاز 

وابسته  ریلی  خطوط  ظرفیت  دارند.  مدت  بلند  برنامه‌ریزی  برای 

نوع  مبدا،  ایستگاه  از  آنها  اعزام  توالی  و  قطارها  ترکیب  نوع,  به 

سایر  و  بلاکها  در  قطارها  سیر  ریلی، حداکثر سرعت  زیرساختهای 

ظرفیت  از  منظور   .]Abril et al. 2008[ است  عملیاتی  شرایط 

تئوری1، تعداد قطارهایی است که می‌توانند روی یک مسیر ریلی در 

 Krueger,[ یک زمان مشخص و با حداقل فاصله از هم، اعزام شوند

قطارها  بایست  می  تئوری  ظرفیت  حداکثر  محاسبه  برای   .]1999

با حفظ شرایط  فاصله  ترتیب، حداکثر سرعت و حداقل  بهترین  با 

ایمنی و رعایت قوانین علائم، اعزام شوند. دراین حالت، هیچ زمان 

بافری برای جذب زمانهای تاخیر احتمالی وجود ندارد. این مقدار 

طرفی،  از  است.  ریلی  خطوط  ظرفیت  مقدار  برای  بالا  کران  یک 

منظور از ظرفیت عملی2، تعداد قطارهایی است که بتوانند با فاصله 

مناسب و حفظ شرایط عملیاتی در يک مدت زمان مشخص، اعزام 

موثر  پارامترهای   ]Abril et al. 2008[ همکاران  و  آبریل  شوند. 

زیرساختی،  پارامترهای  دسته  سه  به  را  ریلی  خطوط  ظرفیت  بر 

ترافیکی و عملیاتی تقسیم کرده‌اند. مهم ترین پارامترهای زیرساختی 

موثر بر ظرفیت خطوط ریلی شامل نوع بلاک‌بندی مسیر و سیستم 

علائم، نوع مسیر )تک خطه، دوخطه و چندخطه(، تاثیرات شبکه‌ای، 

شکل 1. گام های برنامه‌ریزی در راه‌آهن

عرفان حسن ‌نایبی، فریدون کیانفر، آرمان ساجدی نژاد
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زیرساخت خطوط ریلی و محدودیت‌های حداکثر سرعت قطارها و 

طول بلاک‌ها است.

مسئله مورد تحقیق با توجه به شرایط عملیاتی و ملاحظات راه‌آهن 

ایران مورد بررسی قرار گرفته است. در شبکه راه‌آهن ایران، قطارهای 

نماز  اقامه  جهت  شرعی  افق  بازه‌های  در  توقف  به  ملزم  مسافری، 

تعداد  قطارها،  سفر  زمان  بودن  طولانی  دلیل  به  هستند.  مسافران 

زمانی  بازه  یک  طول  در  مسافرین  نماز  اقامه  برای  قطارها  توقف 

مانند یک روز، قابل ملاحظه بوده و درصد قابل توجهی از زمانهای 

توقف برنامه‌ای قطارها شامل زمانهای توقف جهت اقامه نماز است. 

انتخاب  امکان  افق شرعی، هر قطار  بازه  به طول  با توجه  همچنین 

چندین ایستگاه برای توقف در بازه‌های افق شرعی را دارد. از این 

رو، تعیین برنامه توقف قطارها تاثیر قابل ملاحظه‌ای روی بهره‌برداری 

مناسب از ظرفیت شبکه حمل‌ونقل ریلی دارد. در این تحقیق، تاثیر 

توالی اعزام قطارها، فاصله بین اعزام قطارها، نحوه ورود قطارها به 

خطوط ایستگاهها و برنامه توقف قطارها روی حداکثر ظرفیت عملی 

قابل بهره‌برداری از شبکه ریلی بررسی می‌شود. منظور از توالی اعزام 

قطارها از ایستگاه مبدا و برنامه توقف قطارها به ترتیب، تعیین ترتیب 

خروج قطارها از اولین ایستگاه و تعیین بهترین ایستگاه توقف قطارها 

در بازه‌های افق شرعی است. فاصله بین اعزام قطارهای متوالی باید 

طوری تنظیم شود که علاوه بر عدم ایجاد توقف غیربرنامه‌ای و حفظ 

برنامه  گردد.  استفاده  بیشترین  نیز  شبکه  ظرفیت  از  ایمنی،  شرایط 

ایستگاهها  قطارها در  قطارها که شامل مکان و زمان توقف  توقف 

است، تاثیر قابل ملاحظه‌ای روی ظرفیت خطوط ریلی دارد. زمانهای 

توقف که می‌توانند بصورت برنامه‌ای و غیر برنامه‌ای باشند، باعث 

سفر  زمان  افزایش  می‌شوند.  قطارها  سفر  زمان  شدن  تر  طولانی 

در  و  قطارها  بین  احتمالی  تلاقی‌های  تعداد  افزایش  باعث  قطارها، 

ظرفيت  تحليل  برای  می‌شود.  زمانبندی  افق  طول  افزایش  نتیجه 

شبكه حمل‌ونقل ريلي می‌توان از روش هاي تحلیل شبكه، مدل‏های 

ریاضی  برنامه‌ریزی  مدل‌های  صف،  تئوري  مدل‌های  شبيه‌سازي، 

استفاده کرد.   )UIC3 )استاندارد  راه‌آهن  بين‌المللي  اتحاديه  و روش 

برنامه  تولید  برای  عددصحیح،  برنامه‌ریزی  مدل  از  تحقیق،  این  در 

زمانبندی با هدف بیشترین بهره‌برداری از ظرفیت زیرساخت ریلی 

مسیر دوخطه، استفاده می‌شود. برنامه فوق یک برنامه زمانبندی است 

که بلاک‌ها و خطوط ایستگاهها دارای کمترین زمان بیکاری باشند 

و محدودیت‌های عملیاتی مهم از جمله حداقل سرفاصله زمانی بین 

قطارها جهت جلوگیری از بروز تاخیرات زنجیره‌ای، در آن رعایت 

شده باشد. 

توابع هدف در مسائل زمانبندی حرکت قطارها از دیدگاه مسافرین و 

شرکتهای حمل‌ونقل ریلی، قابل دسته‌بندی است. معیارهای رضایت 

مسافرین قطار، شامل بموقع بودن زمان اعزام، کمینه شدن زمانهای 

تاخیر و توقف غیربرنامه‌ای قطارها و رسیدن به موقع به مقصد است. 

دلیل محدودیت ظرفیت  به  نیز  قطارها  توقفهای غیربرنامه‌ای  عمده 

است.  قطارها  سایر  توسط  ریلی  خطوط  بودن  اشغال  و  ایستگاهها 

شبکه  ظرفیت  از  بهینه  استفاده  ریلی،  مالکین خطوط  دیدگاه  از  اما 

ریلی و برنامه‌ریزی بیشترین تعداد قطار ممکن در شبکه ریلی، مد 

نظر قرار دارد. در تحقیق حاضر، مسئله زمانبندی حرکت قطارها از 

تولید  در  عبارتی  به  است.  گرفته  قرار  بررسی  مورد  دیدگاه  دو  هر 

برنامه زمانبندی، معیار زمانهای توقف غیربرنامه‌ای قطارها از دیدگاه 

راه‌آهن،  شرکت  دیدگاه  از  شبکه  ظرفیت  معیار  و  قطار  مسافرین 

بهینه از ظرفیت زیرساختهای  مدنظر بوده است. جهت بهره‌برداری 

در  قطارها  حرکت  زمانبندی  و  برنامه‌ریزی  بایستی  موجود،  ریلی 

فشرده‌ترین حالت و با در نظر گرفتن محدودیت عملیاتی انجام شود. 

2. مطالعه ادبیات
تحقیقات انجام گرفته در حوزه زمانبندی حرکت قطارها از دیدگاه 

نوع ساختار ریلی قابل دسته‌بندی است. یک ساختار ریلی می‌تواند 

ترکیبی  مسیرهای  دوخطه،  مسیرهای  خطه،  تک  مسیرهای  شامل 

در  باشد.  ریلی  شبکه  یک  کلی  حالت  در  و  خطه  چند  یا  دوخطه 

زمانبندی حرکت قطارها با هدف بهره‌برداری بهینه از مسیرهای ریلی دوخطه
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زمان‌بندی  ریلی،  دوخطه  مسیرهای  در  گرفته  انجام  تحقیقات  اکثر 

قطارهای رفت و برگشت به طور مستقل در مسیرهای تک‌خطه و 

تک‌جهته در نظر گرفته شده است. در تحقیقی از کاپرارا و همکاران 

برای  زمان-مکان4  از یک مدل شبکه   ،]Caprara, et. al., 2002[

مدل‌سازی مسئله زمان‌بندی حرکت قطارها در مسیرهای تک خطه و 

تک جهته و از روش آزاد‌سازی لاگرانژ برای حل مسئله استفاده شده 

است. بوردت و کوزان ]Burdett and kozan, 2006[، مسئله تعیین 

ظرفیت تئوری و عملی در یک شبکه ریلی را با رویکرد برنامه‌ریزی 

ریاضی مطالعه کرده اند. آنها برای تعیین ظرفیت یک محور یا شبکه 

در  کرده‌اند.  پیشنهاد  را  قطارها  زمانبندی حرکت  مسئله  ریلی، حل 

برنامه‌ریزی  مدل   ،]Şahin, 2008[ همکاران  و  سحین  از  تحقیقی 

عدد صحیح مختلط بر مبنای مدل شبکه زمان-مکان برای زمان‌بندی 

 Zhou and Zhong,[ قطارهای باری ارائه شده است. ژو و ژانگ

تابع  با  را  دوخطه  مسیرهای  در  قطارها  زمان‌بندی  مسئله   ،]2005

هدف چندگانه و در قالب مسائل زمان‌بندی پروژه با منابع محدود 

اند. مدل زمانبندی کارگاهی توسط بوردت و کوزان،  بررسی کرده 

 Liu and[ و همچنین لیو و کوزان ]Burdett and Kozan, 2010[

Kozan, 2009[، برای مدل‌سازی مسائل زمانبندی حرکت قطارها 

 Liu and Kozan,[ کوزان  و  لیو  است.  گرفته  قرار  استفاده  مورد 

2010[، مسئله زمان‌بندی حرکت قطارها را با در نظر گرفتن اولویت 

برای هر قطار، در قالب مدل زمان‌بندی کارکارگاهی منعطف با فرض 

مدل‌سازی  ماشین‌ها،  بین  ظرفیت  محدودیت  و  کارها  تاخیر  عدم 

دارای  سریع‌السیر  مسافری  قطارهای  شده،  ارائه  مدل  در  کرده‌اند. 

توقف  بدون  باید  و  بوده  قطارها  سایر  به  نسبت  بالاتری  اولویت 

غیربرنامه‌ای به مقصد برسند. اما سایر قطارها ممکن است به دلیل 

پر بودن بلاکهای مسیر، منتظر آزاد شدن بلاکها شوند. آنها همچنین 

یک روش ابتکاری برای تولید برنامه‌های زمانبندی شدنی در حالت 

مشخص بودن توالی اعزام قطارها، با هدف حداقل کردن طول افق 

 Burdett and Kozan,[ زمان‌بندی ارائه کرده‌اند. بوردت و کوزان

2010[ همچنین از مدل گردش کارگاهی ترکیبی5 و تئوری گراف 

در مسئله زمانبندی قطارها در شبکه ریلی استفاده کرده‌اند. تحقیقاتی 

که مسئله تعیین حداکثر ظرفیت ریلی را مورد بحث قرار داده‌اند، در 

جدول 1، خلاصه شده‌اند.

ایران  نیز در مسائل زمانبندی حرکت قطارها در  تحقیقات مختلفی 

زمانبندی  پورسید‌آقایی )1378( مسئله  انجام شده است. سپهری و 

حرکت قطارها در مسیرهای تک‌خطه را با هدف کمینه کردن مجموع 

۴ 
 

]Burdett and Kozan, 2010[ مسئله زمانبندي قطارها در شبكه ريلي در تئوري گراف و 5گردش كارگاهي تركيبي مدلاز همچنين
  .اند ، خلاصه شده1جدول اند، در  تحقيقاتي كه مسئله تعيين حداكثر ظرفيت ريلي را مورد بحث قرار داده. اند كردهاستفاده 

  
  شبكه ريليتقسيم بندي مقالات مرتبط با موضوع ظرفيت خطوط  .1جدول 

  نويسندگان رويكرد مدلسازي تابع هدف  روش حل

 و تركيب الگوريتم6SBPالگوريتم بهبوديافته 
  طول افق زمانبندي  SA8تبريد  سازي شبيهو7TSجستجوي ممنوع 

گردش كارگاهي با ماشين هاي  مدل
موازي و محدوديت ظرفيت بين 

  مراحل
]Liu and Kozan, 2009[  

تركيب الگوريتم هاي ابتكاري ايجادي و بهبود 
  BIH٩دهنده 

  طول افق زمانبندي
گردش كارگاهي با ماشين هاي  مدل

موازي و محدوديت ظرفيت بين 
  مراحل

]Liu and Kozan, 2010[

]Pena, et. al., 2010[  تئوري گراف  طول افق زمانبندي )الگوريتم شاخه و حد(روشهاي دقيق 

تركيب الگوريتم ابتكاري ايجادي و الگوريتم
  تبريد سازي شبيهفراابتكاري

 ,Burdett and Kozan[  مسئله گردش كارگاهي تركيبي  طول افق زمانبندي
2010[

  بيشينه كردن سود زمانبندي قطارها  -
و مسئله جريان  10ابرگرافمدل  هاي 

  ]Harrod 2009[  11چندكالايي

 ,Burdett and Kozan[  مسئله گردش كارگاهي  ريزي برنامهقابليكردنتعدادقطارهابيشينه  ابتكاري هاي روش
2006[

  
مسئله زمانبندي حركت ) 1378(آقايي  سپهري و پورسيد. انجام شده استمسائل زمانبندي حركت قطارها در ايران  نيز درمختلفي تحقيقات

 ايستگاههاتوقف قطارها در  يزمانهاخطه را با هدف كمينه كردن مجموع وزني زمان سفر قطارها بعلاوه مجموع  قطارها در مسيرهاي تك
عددصحيح مختلط  ريزي برنامهبراي اين مسئله يك مدل . ]Sepehri and Pourseyedaghaiee, 1998[اند مورد بررسي قرار داده

ي معتبر و يك روش ابتكاري سعي در يافتن يك حد بالاي موثر در مسائل با نامساويهاهاي توليد محدوديت،  ارائه و با استفاده از روش
ابتكاري براي تهيه برنامه زمانبندي اوليه حركت قطارها و همچنين  هاي روشنيز از ) 1382(شفاهي و فندرسكي .ابعاد واقعي شده است

 Shafahi and [اند هكردبا هدف كمينه كردن مجموع كل زمان تاخير قطارهادر يك مسير تك خطه استفاده  ها بلاكرنامه مسدودي ب

fendereski, 2003[. تك خطه و دوخطه يك الگوريتم  ها بلاكبراي زمانبندي حركت قطارها در مسيري با ) 1383(شفاهي و عابديني
 ,Shafahi and Abedini[اند هكردقطارها ارائه  اي غيربرنامهن مجموع زمان توقفات جستجوي ممنوع با هدف كمينه كرد

تك خطه و دوخطه با هدف كمينه كردن  ها بلاكنيز براي زمانبندي حركت قطارها در مسيري با ) 1383(شفاهي و عزيزخاني .]2004
قصيري و مرشد .]Shafahi ans Azizkhani, 2004[اند هكردقطارها از الگوريتم ژنتيك استفاده  اي غيربرنامهمجموع زمان توقفات 

در مسيرهاي تك خطه  هاحركتقطاربندي زمانبرايحل مسئله 12الگوريتمفوقابتكاريسيستماجتماع مورچههااز) 1384(سلوك 
تابع هدف  .وجود ندارددرايستگاهقطارها سبقتو امكان  سرعتوزمانهايسيرقطارهادربلاكهامقدارثابتفرض شدهاند آنها، درمدل.اند هكرداستفاده

 Ghoseiri and[مسير در نظر گرفته شده است يايستگاههاتمام قطارها در  اي غيربرنامهتوقف  يزمانهامسئله نيز بصورت مجموع 

Morshedsolouk, 2005[. يك الگوريتم ژنتيك براي كمينه كردن مجموع وزني زمان سفر قطارهادر يك مسير دو ) 1386(خادم ثامني
. شود ميدر تحقيق فوق فرض شده است كه توقف قطارها در اولين ايستگاه مجاز در بازه افق شرعي انجام . ه استكردخطه ريلي، ارائه 

 از) 1388(جميلي و كيانفر .]KhademSameni, 2007[لذا برنامه توقف قطارها به شكل متغير تصميم در نظر گرفته نشده است
شده براي زمانبندي حركت قطارها با هدف كمينه كردن مجموع زمان سفر قطارها در يك مسير تك  سازي شبيهالگوريتم عمليات حرارتي 

هاي افق شرعي لحاظ  محدوديت ظرفيت ايستگاه و همچنين برنامه توقف قطارها در بازهدر تحقيق فوق الذكر، . اند هكرداستفاده خطه 
مسئله زمانبندي حركت قطارها در مسيرهاي دوخطه ريلي را با ) 1390(حمدزاده يقيني و م.]Jamili and Kianfar, 2009[نشده است

) 1390( جميلي. ]Yaghini and Mohammadzadeh, 2011[هدف كمينه كردن مجموع كل زمان تاخير قطارها در نظر گرفته اند
در تحقيق جميلي . ريلي و تعيين ظرفيت زيرساخت هاي ريلي را مد نظر قرار داده است هاي شبكهمسئله زمانبندي دوره اي قطارها در 

همچنين چندين . است شدهاستوارسازي يك برنامه زمانبندي، روشي براي تعيين ظرفيت عملي ارائه  هاي روشبا بكارگيري ) 1390(

جدول 1. تقسیم بندی مقالات مرتبط با موضوع ظرفیت خطوط شبکه ریلی

عرفان حسن ‌نایبی، فریدون کیانفر، آرمان ساجدی نژاد
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در  قطارها  توقف  زمانهای  مجموع  بعلاوه  قطارها  سفر  زمان  وزنی 

Sepehri and Pourseyed�[ داده‌اند قرار  بررسی  مورد  دایستگاهها 

aghaiee, 1998[. برای این مسئله یک مدل برنامه‌ریزی عددصحیح 

مختلط ارائه و با استفاده از روش‌های تولید محدودیت، نامساویهای 

معتبر و یک روش ابتکاری سعی در یافتن یک حد بالای موثر در 

مسائل با ابعاد واقعی شده است. شفاهی و فندرسكي )1382( نیز از 

روش‌های ابتکاری برای تهیه برنامه زمانبندی اولیه حرکت قطارها و 

همچنین برنامه مسدودی بلاک‌ها با هدف کمینه کردن مجموع كل 

Sha� [ دزمان تاخير قطارها در یک مسیر تک خطه استفاده کرده‌اند

برای  عابدینی )1383(  fahi and fendereski, 2003[. شفاهی و 

زمانبندی حرکت قطارها در مسیری با بلاک‌ها تک خطه و دوخطه 

یک الگوریتم جستجوی ممنوع با هدف کمینه کردن مجموع زمان 

 Shafahi and Abedini,[توقفات غیربرنامه‌ای قطارها ارائه کرده‌اند

حرکت  زمانبندی  برای  نیز   )1383( عزیزخانی  و  شفاهی   .]2004

قطارها در مسیری با بلاک‌ها تک خطه و دوخطه با هدف کمینه کردن 

مجموع زمان توقفات غیربرنامه‌ای قطارها از الگوریتم ژنتیک استفاده 

کرده‌اند]Shafahi ans Azizkhani, 2004[. قصیری و مرشد سلوک 

)1384( از الگوریتم فوق ابتکاری سیستم اجتماع مورچه ها12 برای 

حل مسئله زمان‌بندی حرکت قطارها در مسیرهای تک خطه استفاده 

کرده‌اند. در مدل آنها، سرعت و زمانهای سیر قطارها در بلاکها مقدار 

ثابت فرض شده اند و امکان سبقت قطارها در ایستگاه وجود ندارد. 

نیز بصورت مجموع زمانهای توقف غیربرنامه‌ای  تابع هدف مسئله 

 Ghoseiri[تمام قطارها در ایستگاههای مسیر در نظر گرفته شده است

and Morshedsolouk, 2005[. خادم ثامنی )1386( یک الگوریتم 

ژنتیک برای کمینه کردن مجموع وزنی زمان سفر قطارها در یک مسیر 

ارائه کرده است. در تحقیق فوق فرض شده است  دو خطه ریلی، 

که توقف قطارها در اولین ایستگاه مجاز در بازه افق شرعی انجام 

می‌شود. لذا برنامه توقف قطارها به شکل متغیر تصمیم در نظر گرفته 

 )1388( کیانفر  و  نشده است]KhademSameni, 2007[. جمیلی 

از الگوریتم عملیات حرارتی شبیه‌سازی شده برای زمانبندی حرکت 

قطارها با هدف کمینه کردن مجموع زمان سفر قطارها در یک مسیر 

تک خطه استفاده کرده‌اند. در تحقیق فوق الذکر، محدودیت ظرفیت 

ایستگاه و همچنین برنامه توقف قطارها در بازه‌های افق شرعی لحاظ 

محمدزاده  و  یقینی   .]Jamili and Kianfar, 2009[است نشده 

)1390( مسئله زمانبندی حرکت قطارها در مسیرهای دوخطه ریلی 

را با هدف کمینه کردن مجموع كل زمان تاخير قطارها در نظر گرفته 

اند]Yaghini and Mohammadzadeh, 2011[. جمیلی )1390( 

مسئله زمانبندی دوره ای قطارها در شبکه‌های ریلی و تعیین ظرفیت 

زیرساخت های ریلی را مد نظر قرار داده است. در تحقیق جمیلی 

برنامه زمانبندی،  با بکارگیری روش‌های استوارسازی یک   )1390(

روشی برای تعیین ظرفیت عملی ارائه شده است. همچنین چندین 

الگوریتم پیشنهادی برای محاسبه ظرفیت تئوری و عملی و با استفاده 

 Jamili,[از روش‌های استوارسازی برنامه زمانبندی ارائه کرده است

2011[. حسن نایبی )1390( برای مسئله زمانبندی حرکت قطارها 

در مسیرهای دوخطه با هدف کمینه کردن طول افق زمانبندی، یک 

تصادفی  جستجوی  روش  از  متشکل  ترکیبی  فراابتکاری  الگوریتم 

تطابقی حریصانه13 و روش جستجوی همسایگی متغیر14 ارائه کرده 

است. در تحقیق فوق، یک مدل برنامه‌ریزی عددصحیح برای تعیین 

توالی اعزام و برنامه توقف قطارها در بازه‌های افق شرعی ارائه شده 

است]HassanNayebi, 2011[. یقینی و نيکو )1390( به ارائه مدل 

بهينه‌سازي بر مبناي مسئله جريان چند کالایی در شبکه مکان- زمان 

و ارزيابي ظرفيت مسیرهای تک خطه پرداخته اند. تابع هدف مدل، 

تعداد مسیرهاي قطار را بر روي شبکه زمان- مکان حداکثر می‌نماید 

اما هیچ شاخصی از رضایت مسافرین مانند کمتر شدن زمانهای تاخیر 

 Yaghini and[و توقف غیربرنامه‌ای در این مدل ارائه نشده است

 .]Nikou, 2011

اهمیت برنامه‌ریزی ریلی منجر به توسعه نرم افزارها و ارایه مقالات 

ریلی  حمل‌ونقل  سیستم‌های  سازی  بهینه  زمینه  در  علمی  متعدد 

زمانبندی حرکت قطارها با هدف بهره‌برداری بهینه از مسیرهای ریلی دوخطه
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شرکت  از   RailSys تجاری  نرم‌افزار  نمونه،  عنوان  به  است.  شده 

قرار  استفاده  مورد  نیز  ج.ا.ا  راه‌آهن  در  که  است  آلمان   Rmcon

از مدل شبیه‌سازی تصادفی خاص خود که  افزار  نرم  این  می‌گیرد.‌ 

بر اساس جزئیات زیرساخت خطوط ریلی ساخته شده است، جهت 

 Bendfeldt, et al.,[ تولید و ارزیابی جداول زمانبندی استفاده می‌کند

افزار )شکل 2. ساختار  نرم  این  در ساختار مدل شبیه‌سازی   .]2000

اجزای سیستم و مدل شبیه‌سازی در نرم افزار RailSys(، ایجاد توقفات 

قابل جابجایی مانند اقامه نماز در بازه‌های افق شرعی و در هر یک از 

ایستگاههای دارای امکانات نمازخانه ای، قابل انجام نیست. مدل‌سازی 

برنامه زمان‌بندی پیشنهاد شده به وسیله ماژول شبیه‌سازی انجام شده 

 ،RailSys و نتایج برنامه زمانی به کاربر اعمال می‌شود. در نرم افزار

بهینه‌سازی برنامه زمان‌بندی به دلیل پیچیدگی‌های متعدد، توسط سیستم 

انجام نمی‌پذیرد. از این رو، نقطه قوت نرم افزار RailSys  تنها در ارزیابی 

استواری و پایداری برنامه‌های زمانبندی با در نظر گرفتن زمانهای سیر 

احتمالی است، اما رویکردهای حل دقیق برای بهینه‌سازی ظرفیت یا سایر 

شاخص‌های سیستم حمل‌ونقل ریلی در آن طراحی نشده است. 

در تحقیق حاضر، همان طور که در بخش )2( گفته شد، تاثیر چهار 

عامل توالی اعزام، سرفاصله زمانی15 بین اعزام قطارها، نحوه ورود 

شده  بررسی  قطارها  توقف  برنامه  و  ایستگاهها  خطوط  به  قطارها 

است. در ادبیات موضوع، تحقیقی جهت بررسی این چهار عامل به 

یافت  موجود،  ظرفیت  از  بهینه  بهره‌برداری  هدف  با  یکپارچه  طور 

نشد و این تحقیق دارای نوآوری در ارائه یک مدل یکپارچه جهت 

زمانبندی قطارها با هدف کمینه سازی طول افق برنامه‌ریزی، مطابق 

با محدودیت‌های عملیاتی در راه‌آهن ایران است. 

جریان  زمانبندی  مدل  قالب  در  مسئله  تعریف   .3
کارگاهی منعطف 

یک مسیر ریلی تک خطه و تک جهته، با m ایستگاه )m-1 بلاک(، 

معادل یک مسئله جریان کارگاهی منعطف16 با ‌2m-1 مرحله کاری 

است. با توجه به قوانین ریلی در راه‌آهن ایران، بلاک بین دو ایستگاه 

می‌تواند مانند یک تک ماشین در نظر گرفته شود. فرض می‌شود که 

تمامی قطارها از تمام ایستگاهها و بلاک‌های مسیر عبور می کنند. 

اگر قطارها را معادل کارها و همچنین بلاکها و خطوط ایستگاهها را 

معادل تک ماشین در نظر بگیریم، آنگاه زمانهای سیر قطارها روی 

بلاک‌ها و زمانهای توقف برنامه‌ای قطارها روی خطوط ایستگاه نیز 

با  نتیجه  در  ها هستند.  ماشین  کارها روی  پردازش  زمانهای  معادل 

مدل  از  حالت خاصی  به  مسئله  بلاک‌ها،  بودن  تک خطه  به  توجه 

جریان کارگاهی منعطف بدون ظرفیت صف میانی بین ایستگاهی، 

از زمان سیر  بیشتر  نباید  اشغال شدن بلاک‌ها  تبدیل می‌شود. زمان 

اعزام  توالی  نتیجه  در  و  نیست  مجاز  قطارها  سبقت  باشد.  قطارها 

لحظه  در  قطارها  همه  است.  یکسان  ایستگاهها  تمامی  در  قطارها 

صفر در دسترس و آماده اعزام هستند. همچنین هیچ بافر میانی بین 

بدون  باید  قطارها  تمام  ندارد.  وجود  مسیر  بلاکهای  و  ایستگاهها 

هیچگونه توقف17 غیربرنامه‌ای به مقصد برسند. برای ورود قطارها 

  RailSys شکل 2. ساختار اجزای سیستم و مدل شبیه‌سازی در نرم افزار

عرفان حسن ‌نایبی، فریدون کیانفر، آرمان ساجدی نژاد
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به خطوط ریلی داخل ایستگاه، محدودیت تعداد خطوط و سکوهای 

داخل ایستگاه در نظر گرفته شده است. به دلایل مختلفی مانند طول 

و ظرفیت هر یک از خطوط ایستگاه و همچنین نحوه ارتباط آنها با 

یک  ورود  هنگام  در  نیستند.  مشابه  ایستگاه  داخل  سکوها، خطوط 

قطار به یک ایستگاه، مجموعه خطوط مورد قبول این قطار بستگی 

به برنامه توقف این قطار در این ایستگاه دارد. یک قطار نمی‌تواند 

به هر خط ریلی آزاد در ایستگاه وارد شود. در صورت وجود توقف 

ایستگاه،  این  در  نماز  اقامه  و  مسافرگیری  مانند  شده  برنامه‌ریزی 

قطار فوق باید روی یکی از خطوط ایستگاه که سکوی آزاد دارد، 

این حالت خطوطی که شامل سکو هستند،  باشد. در  توقف داشته 

جزء مجموعه مجاز تخصیص قرار دارند. این محدودیت در مسائل 

زمانبندی، تحت عنوان محدودیت تخصیص کارها به ماشینها18 در 

مراحل کاری در نظر گرفته می‌شود. مجموعه خطوط داخل ایستگاه 

iام که قطار jام می‌تواند به آنها تخصیص یابد را با نماد Mij نشان 

داشته  برنامه‌ای  توقف  iام  ایستگاه  در  jام  قطار  اگر  شود.  می  داده 

و  باشند  دارای سکوی  که  است  مجموعهMijشامل خطوطی  باشد، 

iام  ایستگاه  خطوط  کلیه  شامل  مجموعه  این  صورت،  غیراین  در 

با توجه به نامشخص بودن مکان توقف قطارها در بازه‌های  است. 

افق شرعی، مجموعه خطوط قابل تخصیص در هر ایستگاه از قبل 

مشخص نبوده و بستگی به برنامه توقف هر قطار دارد. در صورتی 

که زمان لازم )زمان فرجه( برای اقامه نماز مسافرین در ایستگاههای 

یکی  در  توقف  به  ملزم  قطارها  باشد،  نداشته  مقصد وجود  یا  مبدا 

برای  قطارها  توقف  مدت  و  مکان  هستند.  راه  بین  ایستگاههای  از 

اقامه نماز مسافرین در بازه‌های افق شرعی نامشخص بوده و وابسته 

اوقات شرعی  مقصد،  به  قطار  زمان رسیدن  مبدا،  از  اعزام  زمان  به 

مسیرهای  در  است.  ایستگاه  زیرساختی  خصوصیات  همچنین  و 

دوخطه با توجه به سمت قرارگیری سکو و نمازخانه، ممکن است 

مسافرین یک زمان اضافی )ε( علاوه بر زمان لازم برای اقامه نماز، 

نیاز داشته باشند. در ایستگاههایی که سمت سکوی ایستگاه در سمت 

نمازخانه ایستگاه باشد، زمان توقف، همان زمان لازم برای اقامه نماز 

)معمولا  اضافی  زمان  یک  غیراین صورت  در  و  است  دقیقه(   20(

5 دقیقه( به زمان توقف برای اقامه نماز اضافه می‌شود. با توجه به 

نماز و خصوصیات  نوع  به  بودن مدت زمان توقف قطارها  وابسته 

زیرساختی ایستگاه، یافتن برنامه بهینه برای توقف قطارها در بازه‌های 

افق شرعی، دشوارتر می‌شود. زمانهای توقف قطارها در بازه‌های افق 

شرعی را می‌توان همانند عملیاتی مستقل19 در نظر گرفت که بتواند 

معمول  مسائل  در  فرضی  چنین  شود.  پردازش  متفاوتی  مراحل  در 

از مراحل  تنها در یکی  باید  جریان کارگاهی که در آن هر فعالیت 

پردازش شود، وجود ندارد. با توجه به تشریح فرضیات، مسئله مورد 

بررسی در این تحقیق مشابه مدل زمان‌بندی جریان کارگاهی منعطف 

توسط  که  عملیات  توالی  تئوری  مسائل  نمادگذاری  مطابق  و  بوده 

FFc|no- ارائه شده است، می‌تواند بصورت ]Pinedo, 2008[ پیندو

wait,prmu,Mij|Cmax، خلاصه شود. 

برنامه  یک  تعیین  برای  عددصحیح  برنامه‌ریزی  مدل  ادامه،  در 

ارائه  زمان‌بندی  افق  طول  کردن  حداقل  هدف  با  اولیه  زمانبندی 

می‌شود. ساختار شبکه ریلی مورد بررسی شامل یک محور کاملا دو 

بین راهی جهت  ایستگاههای  خطه شامل خطوط ریلی و همچنین 

توقف برنامه‌ای قطارها است. در یک محور کاملا دو خطه، قطارهای 

رفت و برگشت روی مسیرهای مجزایی حرکت می کنند. در صورتی 

باشند  دسترس  در  زمانبندی  افق  طول  در  مسیر  بلاکهای  تمام  که 

)فرض عدم مسدودی بلاک‌ها( یک محور کاملا دو خطه می‌تواند 

به دو مسیر تک خطه و تک جهته تقسیم شود. با در نظر گرفتن این 

فرض در این تحقیق، مسئله توالی اعزام قطارها در یک مسیر تک 

خطه و تک جهته بررسی می‌شود )شکل 3. ساختار یک مسیر ریلی 

تک خطه و تک جهته(. 

برنامه‌ریزی  متغیرهای تصمیم مدل  پارامترها و  تعریف مجموعه‌ها، 

هدف  آمده است.  ارائه شده، در جدول 2 و جدول 3  عددصحیح 

به  قطارها  تخصیص  قطارها،  اعزام  بین  فاصله  اعزام،  توالی  یافتن 

زمانبندی حرکت قطارها با هدف بهره‌برداری بهینه از مسیرهای ریلی دوخطه
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شکل 3. ساختار یک مسیر ریلی تک خطه و تک جهته 

جدول 2.مجموعه ها و پارامترهای مدل برنامه‌ریزی عددصحیح

جدول 3.متغیرهای تصمیم مدل برنامه‌ریزی عددصحیح
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 Error! Unknown switchو  2جدول عددصحیح ارائه شده، در  ریزیبرنامهها، پارامترها و متغیرهای تصمیم مدل تعریف مجموعه

argument.هدف یافتن توالی اعزام، فاصله بین اعزام قطارها، تخصیص قطارها به خطوط ایستگاه و تعیین برنامه توقف هر .آمده است
 افق شرعی است. هایبازهقطار در 

 
 عددصحیح ریزیبرنامهمدل پارامترهای مجموعه ها و .0جدول 

 نماد تعریف

 𝑛𝑛 تعداد قطارها 
 𝑚𝑚 است( m-1برابر هابلاک)تعداد  ایستگاههاتعداد 
 𝐻𝐻 افق شرعی هایبازهتعداد 

 𝐼𝐼 ایستگاههامجموعه 
 𝑗𝑗 اندیس قطارها 

 𝑖𝑖 هابلاکو  ایستگاههااندیس 
 𝑠𝑠 اندیس توالی اعزام قطارها

 𝑝𝑝 افق شرعی هایبازهاندیس 
 𝑢𝑢 ایستگاههااندیس خطوط موجود در 

 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖 امiام در توالی روی بلاک jزمان سیر قطار 
𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖 امiام در توالی در ایستگاه jقطار  ایبرنامهزمان توقف   

𝑟𝑟𝑖𝑖 امiتعداد کل خطوط قبول و اعزام موجود در ایستگاه   

 𝑏𝑏𝑖𝑖 امiتعداد خطوط متصل به سکو در ایستگاه 
 𝑠𝑠𝑝𝑝 امpزمان در نظر گرفته شده برای اقامه نماز مسافرین در بازه افق شرعی 

 𝜀𝜀 زمان اضافی توقف قطار در ایستگاه جهت رسیدن مسافرین به نمازخانه
 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 امiام در ایستگاه pبازه افق شرعی  به دلیل اقامه نماز درقطارها زمان توقف 

 𝜆𝜆𝑖𝑖 است. 1در غیر اینصورت برابر  1ام نباشد برابر iاگر نمازخانه در مجاورت سکوی ایستگاه 
 𝑡𝑡𝑝𝑝 امpافق شرعی  در بازهمبدا و مقصد  یایستگاههافرجه زمانی لازم برای اقامه نماز در 

 𝛽𝛽𝑖𝑖 است. 1و در غیر اینصورت برابر  1ام دارای نمازخانه باشد برابر iاگر ایستگاه 
𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 امiام در ایستگاه pابتدای بازه افق شرعی   

𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 امiام در ایستگاه pانتهای بازه افق شرعی   

 𝑀𝑀 مثبت بزرگ عدد
 

ریزی کاربرد مدل برنامه( خلاصه شده است. 23( الی )1ریزی عددصحیح برای مسئله توالی اعزام قطارها در روابط )مدل برنامه
آن برداری از ظرفیت زیرساخت های ریلی موجود در های زمانبندی عملیاتی است که بیشترین بهرهعددصحیح ارائه شده در تولید برنامه

 . استعبارتی زمان رسیدن آخرین قطار در توالی اعزام به ایستگاه مقصد ه تابع هدفطول افق زمانبندی و یا بانجام گیرد.
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 عددصحیح ریزیبرنامهمدل تصمیم متغیرهای.9جدول 
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 نماد تعریف

𝑤𝑤𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 است. 1و در غیر اینصورت  1داده شود، برابر  ام تخصیصiامین خط از ایستگاه uام در توالی، به sاگر قطار   

𝜇𝜇𝑖𝑖𝑖𝑖 است. 1و در غیر اینصورت  1داشته باشد، برابر  ایبرنامهام توقف iام در توالی، در ایستگاه sاگر قطار   
 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 است. 1و در غیراینصورت برابر  1ام از توالی اعزام تخصیص یابد برابر sام به موقعیت jاگر قطار 

𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 امiام در توالی اعزام از ایستگاه sزمان خروج قطار   

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 امiام در توالی اعزام به ایستگاه sزمان رسیدن قطار   
𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 است. 1و در غیر اینصورت برابر  1ام توقف کند برابر iام در ایستگاه pام در توالی اعزام در بازه افق شرعی sاگر قطار   

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 امiام در توالی اعزام در ایستگاه sقطار  ایبرنامهبیشینه زمان توقف   

𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 است. 1و در غیر اینصورت برابر  1ام باشد برابر pام ملزم به توقف در بازه افق شرعی sاگر قطار   

 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 است. 1در غیر اینصورت برابر و  1ام بعلاوه زمان فرجه باشد برابر pام از مبدا بعد از ابتدای بازه افق شرعی sاگر زمان اعزام قطار 
 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 است. 1و در غیر اینصورت برابر  1ام منهای زمان فرجه باشد برابر pام به مقصد بعد از انتهای بازه افق شرعی sاگر زمان رسیدن قطار 

 

همچنین هر موقعیت توالی اعزام  و بگیردد قرار توانمیهر قطار تنها در یک موقعیت از توالی اعزام ، (3و ) (2) هایمحدودیتبر اساس
زمان رسیدن هر قطار در توالی اعزام به هر ایستگاه برابر زمان که  کندمی( بیان 4محدودیت )د تخصیص یابد. توانمیتنها به یک قطار 

به مقابل آزاد شده باشد یا  خروج از ایستگاه قبل به علاوه زمان سیر بلاک خواهد بود. برای اعزام یک قطار از هر ایستگاه باید بلاک
-sام باید بعد از زمان رسیدن قطار قبلی )قطار iام از ایستگاه  sزمان اعزام قطار (5مطابق با محدودیت )قطاری داخل بلاک نباشد.  عبارتی

ام( باشد. با توجه به محدودیت ظرفیت ایستگاه، زمان اعزام یک قطار از یک ایستگاه وابسته به زمان i+1ام( به ایستگاه بعدی )ایستگاه 1
. در واقع زمان اعزام یک قطار از یک ایستگاه باید بعد از زمان آزاد شدن خطی از ایستگاه استاعزام قطارهای قبلی از ایستگاه بعدی 

ام به خط i+1ام در توالی در ایستگاه sاین محدودیت فرض می کنیم که قطار  سازیدلمبعدی باشد که به آن تخصیص یافته است. برای 
u ام تخصیص یافته باشد. در این حالت زمان اعزام این قطار از ایستگاهi ام باید دیرتر از زمان آخرین قطاری باشد که به همان خط از

قطاری در بیشینه زمان توقف که اگر  ( بیان می کنند1و ) (3) هایمحدودیت(. 1 ام تخصیص یافته است )محدودیتi+1ایستگاه 
به دلیل فرض عدم بود.  خواهدایبرنامهغیراز نوع و در غیراینصورت ایبرنامهاز نوع ، ایستگاه آن درقطار باشد، آنگاه توقف  صفرایستگاهی 

 ایبرنامهقطارها، اگر قطاری در یک ایستگاه زمان توقف غیر صفر داشته باشد، آنگاه نوع توقف حتما از نوع  ایغیربرنامهتوقف 
که هر قطار در هنگام ورود به هر ایستگاه باید یکی از خطوط ایستگاه را جهت ورود، انتخاب کند.  کندمی( بیان 3محدودیت )است.

ر در هنگام ورود به هر ایستگاه باید توقف داشته باشد، باید به یکی از خطوط ایستگاه که که اگر قطا کندمیبیان نیز ( 11محدودیت )
که  شودمیفرض یکی را جهت ورود انتخاب کند.  ،د از بین کلیه خطوط ایستگاهتوانمیدر غیراینصورت دارای سکو است، وارد شود. 

ib ,1+و خطوط ایستگاه که بدون سکو هستند با اندیس های i1,2,…,bهای به ترتیب با اندیس  که دارای سکو هستند خطوط ایستگاه

i+2,…,rib یک قطار از یک ایستگاه برابر زمان رسیدن آن به ایستگاه  اعزامزمان که  کندمی( بیان 11محدودیت ).داده شده اندنشان
موازی انجام  به طور)مسافرگیری، اقامه نمازو ...( ی مختلف در یک ایستگاههافعالیتدر ایستگاه است. ایبرنامهبعلاوه زمان توقف 

بیشینه  توانمیبرای این منظور  .شودمیدر ایستگاه در نظر گرفته  ایبه عنوان زمان توقف برنامه هااین فعالیتزمان بیشینه بنابراینو  شودمی
قرار داد. اما با توجه به اینکه نباید  مختلف در یک ایستگاهی فعالیتها( را بزرگتر از زمانisms) ایستگاههاقطارها در  ایبرنامهزمان توقف 

ک از این کدام یزمان باید تعیین شود که  از این رو،.کرداز نامساوی استفاده  توانمین داشته باشد ایغیربرنامهقطاری توقف 
عددصحیح ارائه  ریزیبرنامهقرار داده شود. در مدل  هافعالیتبرابر با مقدار بیشترین زمان  ismsو سپس مقدار  هستندبزرگ ترهافعالیت

یی مانند مسافرگیری و آبگیری(، زمان و فعالیتها) ایبرنامههایتوقفاز در نوع اول شده است.  درنظر گرفتهایبرنامهشده، دو نوع توقف 
که همان  ایبرنامههایتوقفنوع دوم  در .نشان می دهیمijtبا نمادی نوع اول راهافعالیت. بیشینه زمان استمکان توقف از قبل مشخص 

 ایبرنامهدو نوع توقف  این از تعیین اینکه کدامیکبرای . استافق شرعی است، زمان و مکان توقف نامشخص  هایبازهتوقف قطارها در 
نوع دوم بیشتر از نوع  ایبرنامهباشد، آنگاه زمان توقف  1برابر  isfاگر .شودمیاستفاده  isf∋{0,1}متغیر  از ،دارای زمان بیشتری هستند

زمان  گرحال ا (.13خواهد بود )محدودیت  دومبیشتر از نوع  اولنوع  ایبرنامهزمان توقف ،( و در غیراینصورت12اول است )محدودیت 
رابر با زمان توقف ( می بایست بismsقطار ) ایبرنامهنوع اول بیشتر از نوع دوم باشد آنگاه مقدار بیشینه زمان توقف  ایبرنامهتوقف 
قطار برابر با زمان توقف یک ایبرنامهمقدار بیشینه زمان توقف  ،(. در غیراینصورت15و  14 هایمحدودیتنوع اول باشد ) ایبرنامه

عرفان حسن ‌نایبی، فریدون کیانفر، آرمان ساجدی نژاد
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خطوط ایستگاه و تعیین برنامه توقف هر قطار در بازه‌های افق شرعی 

است. 

در  قطارها  اعزام  توالی  مسئله  برای  عددصحیح  برنامه‌ریزی  مدل 

برنامه‌ریزی  مدل  کاربرد  است.  شده  خلاصه   )27( الی   )1( روابط 

زمانبندی عملیاتی است  برنامه‌های  تولید  در  ارائه شده  عددصحیح 

که بیشترین بهره‌برداری از ظرفیت زیرساخت های ریلی موجود در 

آن انجام گیرد. تابع هدف طول افق زمانبندی و یا به عبارتی زمان 

رسیدن آخرین قطار در توالی اعزام به ایستگاه مقصد است. 

بر اساس محدودیت‌های )2( و )3(، هر قطار تنها در یک موقعیت از 

توالی اعزام می‌تواند قرار بگیرد و همچنین هر موقعیت توالی اعزام 

تنها به یک قطار می‌تواند تخصیص یابد. محدودیت )4( بیان می‌کند 

که زمان رسیدن هر قطار در توالی اعزام به هر ایستگاه برابر زمان 

خروج از ایستگاه قبل به علاوه زمان سیر بلاک خواهد بود. برای اعزام 

یک قطار از هر ایستگاه باید بلاک مقابل آزاد شده باشد یا به عبارتی 

 sقطاری داخل بلاک نباشد. مطابق با محدودیت )5( زمان اعزام قطار

ام از ایستگاه iام باید بعد از زمان رسیدن قطار قبلی )قطار s-1ام( به 

ایستگاه بعدی )ایستگاه i+1ام( باشد. با توجه به محدودیت ظرفیت 

ایستگاه، زمان اعزام یک قطار از یک ایستگاه وابسته به زمان اعزام 

قطارهای قبلی از ایستگاه بعدی است. در واقع زمان اعزام یک قطار 

از یک ایستگاه باید بعد از زمان آزاد شدن خطی از ایستگاه بعدی 

باشد که به آن تخصیص یافته است. برای مدل‌سازی این محدودیت 

فرض می کنیم که قطار sام در توالی در ایستگاه i+1ام به خط uام 

i تخصیص یافته باشد. در این حالت زمان اعزام این قطار از ایستگاه

ام باید دیرتر از زمان آخرین قطاری باشد که به همان خط از ایستگاه 

و   )7( یافته است )محدودیت 6(. محدودیت‌های  i+1ام تخصیص 

ایستگاهی  بیشینه زمان توقف قطاری در  اگر  بیان می کنند که   )8(

صفر باشد، آنگاه توقف قطار در آن ایستگاه، از نوع برنامه‌ای و در 

غیراین صورت از نوع غیربرنامه‌ای خواهد بود. به دلیل فرض عدم 

توقف غیربرنامه‌ای قطارها، اگر قطاری در یک ایستگاه زمان توقف 

غیر صفر داشته باشد، آنگاه نوع توقف حتما از نوع برنامه‌ای است. 

محدودیت )9( بیان می‌کند که هر قطار در هنگام ورود به هر ایستگاه 

باید یکی از خطوط ایستگاه را جهت ورود، انتخاب کند. محدودیت 

)10( نیز بیان می‌کند که اگر قطار در هنگام ورود به هر ایستگاه باید 

توقف داشته باشد، باید به یکی از خطوط ایستگاه که دارای سکو 

کلیه خطوط  بین  از  می‌تواند  غیراین صورت  در  شود.  وارد  است، 

ایستگاه، یکی را جهت ورود انتخاب کند. فرض می‌شود که خطوط 

ایستگاه که دارای سکو هستند به ترتیب با اندیس‏های bi,…,1,2 و 

bi+1, bi+2,… خطوط ایستگاه که بدون سکو هستند با اندیس های

ri, نشان داده شده اند. محدودیت )11( بیان می‌کند که زمان اعزام 

بعلاوه  ایستگاه  به  آن  رسیدن  زمان  برابر  ایستگاه  یک  از  قطار  یک 

زمان توقف برنامه‌ای در ایستگاه است. فعالیت‌های مختلف در یک 

ایستگاه )مسافرگیری، اقامه نماز و ...( به طور موازی انجام می‌شود و 

بنابراین بیشینه زمان این فعالیت‌ها به عنوان زمان توقف برنامه‌ای در 

ایستگاه در نظر گرفته می‌شود. 

در  قطارها  برنامه‌ای  توقف  زمان  بیشینه  می‌توان  منظور  این  برای 

یک  در  مختلف  فعالیتهای  زمان  از  تر  بزرگ  را   )msis( ایستگاهها 

ایستگاه قرار داد. اما با توجه به اینکه نباید قطاری توقف غیربرنامه‌ای 

داشته باشد نمی‌توان از نامساوی استفاده کرد. از این رو، باید تعیین 

شود که زمان کدام یک از این فعالیت‌ها بزرگ تر هستند و سپس 

مقدار msis برابر با مقدار بیشترین زمان فعالیت‌ها قرار داده شود. در 

مدل برنامه‌ریزی عددصحیح ارائه شده، دو نوع توقف برنامه‌ای درنظر 

گرفته شده است. در نوع اول از توقف‌های برنامه‌ای )فعالیتهایی مانند 

مسافرگیری و آبگیری(، زمان و مکان توقف از قبل مشخص است. 

با نماد tij  نشان می دهیم. در  بیشینه زمان فعالیت‌های نوع اول را 

نوع دوم توقف‌های برنامه‌ای که همان توقف قطارها در بازه‌های افق 

شرعی است، زمان و مکان توقف نامشخص است. برای تعیین اینکه 

کدام یک از این دو نوع توقف برنامه‌ای دارای زمان بیشتری هستند، 

آنگاه  باشد،   0 برابر   fis اگر  می‌شود.  استفاده   

8 
 

 نماد تعریف

𝑤𝑤𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 است. 1و در غیر اینصورت  1داده شود، برابر  ام تخصیصiامین خط از ایستگاه uام در توالی، به sاگر قطار   

𝜇𝜇𝑖𝑖𝑖𝑖 است. 1و در غیر اینصورت  1داشته باشد، برابر  ایبرنامهام توقف iام در توالی، در ایستگاه sاگر قطار   
 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 است. 1و در غیراینصورت برابر  1ام از توالی اعزام تخصیص یابد برابر sام به موقعیت jاگر قطار 

𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 امiام در توالی اعزام از ایستگاه sزمان خروج قطار   

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 امiام در توالی اعزام به ایستگاه sزمان رسیدن قطار   
𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 است. 1و در غیر اینصورت برابر  1ام توقف کند برابر iام در ایستگاه pام در توالی اعزام در بازه افق شرعی sاگر قطار   

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 امiام در توالی اعزام در ایستگاه sقطار  ایبرنامهبیشینه زمان توقف   

𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 است. 1و در غیر اینصورت برابر  1ام باشد برابر pام ملزم به توقف در بازه افق شرعی sاگر قطار   

 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 است. 1در غیر اینصورت برابر و  1ام بعلاوه زمان فرجه باشد برابر pام از مبدا بعد از ابتدای بازه افق شرعی sاگر زمان اعزام قطار 
 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 است. 1و در غیر اینصورت برابر  1ام منهای زمان فرجه باشد برابر pام به مقصد بعد از انتهای بازه افق شرعی sاگر زمان رسیدن قطار 

 

همچنین هر موقعیت توالی اعزام  و بگیردد قرار توانمیهر قطار تنها در یک موقعیت از توالی اعزام ، (3و ) (2) هایمحدودیتبر اساس
زمان رسیدن هر قطار در توالی اعزام به هر ایستگاه برابر زمان که  کندمی( بیان 4محدودیت )د تخصیص یابد. توانمیتنها به یک قطار 

به مقابل آزاد شده باشد یا  خروج از ایستگاه قبل به علاوه زمان سیر بلاک خواهد بود. برای اعزام یک قطار از هر ایستگاه باید بلاک
-sام باید بعد از زمان رسیدن قطار قبلی )قطار iام از ایستگاه  sزمان اعزام قطار (5مطابق با محدودیت )قطاری داخل بلاک نباشد.  عبارتی

ام( باشد. با توجه به محدودیت ظرفیت ایستگاه، زمان اعزام یک قطار از یک ایستگاه وابسته به زمان i+1ام( به ایستگاه بعدی )ایستگاه 1
. در واقع زمان اعزام یک قطار از یک ایستگاه باید بعد از زمان آزاد شدن خطی از ایستگاه استاعزام قطارهای قبلی از ایستگاه بعدی 

ام به خط i+1ام در توالی در ایستگاه sاین محدودیت فرض می کنیم که قطار  سازیدلمبعدی باشد که به آن تخصیص یافته است. برای 
u ام تخصیص یافته باشد. در این حالت زمان اعزام این قطار از ایستگاهi ام باید دیرتر از زمان آخرین قطاری باشد که به همان خط از

قطاری در بیشینه زمان توقف که اگر  ( بیان می کنند1و ) (3) هایمحدودیت(. 1 ام تخصیص یافته است )محدودیتi+1ایستگاه 
به دلیل فرض عدم بود.  خواهدایبرنامهغیراز نوع و در غیراینصورت ایبرنامهاز نوع ، ایستگاه آن درقطار باشد، آنگاه توقف  صفرایستگاهی 

 ایبرنامهقطارها، اگر قطاری در یک ایستگاه زمان توقف غیر صفر داشته باشد، آنگاه نوع توقف حتما از نوع  ایغیربرنامهتوقف 
که هر قطار در هنگام ورود به هر ایستگاه باید یکی از خطوط ایستگاه را جهت ورود، انتخاب کند.  کندمی( بیان 3محدودیت )است.

ر در هنگام ورود به هر ایستگاه باید توقف داشته باشد، باید به یکی از خطوط ایستگاه که که اگر قطا کندمیبیان نیز ( 11محدودیت )
که  شودمیفرض یکی را جهت ورود انتخاب کند.  ،د از بین کلیه خطوط ایستگاهتوانمیدر غیراینصورت دارای سکو است، وارد شود. 

ib ,1+و خطوط ایستگاه که بدون سکو هستند با اندیس های i1,2,…,bهای به ترتیب با اندیس  که دارای سکو هستند خطوط ایستگاه

i+2,…,rib یک قطار از یک ایستگاه برابر زمان رسیدن آن به ایستگاه  اعزامزمان که  کندمی( بیان 11محدودیت ).داده شده اندنشان
موازی انجام  به طور)مسافرگیری، اقامه نمازو ...( ی مختلف در یک ایستگاههافعالیتدر ایستگاه است. ایبرنامهبعلاوه زمان توقف 

بیشینه  توانمیبرای این منظور  .شودمیدر ایستگاه در نظر گرفته  ایبه عنوان زمان توقف برنامه هااین فعالیتزمان بیشینه بنابراینو  شودمی
قرار داد. اما با توجه به اینکه نباید  مختلف در یک ایستگاهی فعالیتها( را بزرگتر از زمانisms) ایستگاههاقطارها در  ایبرنامهزمان توقف 

ک از این کدام یزمان باید تعیین شود که  از این رو،.کرداز نامساوی استفاده  توانمین داشته باشد ایغیربرنامهقطاری توقف 
عددصحیح ارائه  ریزیبرنامهقرار داده شود. در مدل  هافعالیتبرابر با مقدار بیشترین زمان  ismsو سپس مقدار  هستندبزرگ ترهافعالیت

یی مانند مسافرگیری و آبگیری(، زمان و فعالیتها) ایبرنامههایتوقفاز در نوع اول شده است.  درنظر گرفتهایبرنامهشده، دو نوع توقف 
که همان  ایبرنامههایتوقفنوع دوم  در .نشان می دهیمijtبا نمادی نوع اول راهافعالیت. بیشینه زمان استمکان توقف از قبل مشخص 

 ایبرنامهدو نوع توقف  این از تعیین اینکه کدامیکبرای . استافق شرعی است، زمان و مکان توقف نامشخص  هایبازهتوقف قطارها در 
نوع دوم بیشتر از نوع  ایبرنامهباشد، آنگاه زمان توقف  1برابر  isfاگر .شودمیاستفاده  isf∋{0,1}متغیر  از ،دارای زمان بیشتری هستند

زمان  گرحال ا (.13خواهد بود )محدودیت  دومبیشتر از نوع  اولنوع  ایبرنامهزمان توقف ،( و در غیراینصورت12اول است )محدودیت 
رابر با زمان توقف ( می بایست بismsقطار ) ایبرنامهنوع اول بیشتر از نوع دوم باشد آنگاه مقدار بیشینه زمان توقف  ایبرنامهتوقف 
قطار برابر با زمان توقف یک ایبرنامهمقدار بیشینه زمان توقف  ،(. در غیراینصورت15و  14 هایمحدودیتنوع اول باشد ) ایبرنامه

متغیر از 

زمانبندی حرکت قطارها با هدف بهره‌برداری بهینه از مسیرهای ریلی دوخطه
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زمان توقف برنامه‌ای نوع دوم بیشتر از نوع اول است )محدودیت 

12( و در غیر این صورت، زمان توقف برنامه‌ای نوع اول بیشتر از 

نوع دوم خواهد بود )محدودیت 13(. حال اگر زمان توقف برنامه‌ای 

توقف  زمان  بیشینه  مقدار  آنگاه  باشد  دوم  نوع  از  بیشتر  اول  نوع 

برنامه‌ای قطار )msis( می بایست برابر با زمان توقف برنامه‌ای نوع 

اول باشد )محدودیت‌های 14 و 15(.

 در غیراین صورت، مقدار بیشینه زمان توقف برنامه‌ای یک قطار برابر 

با زمان توقف برنامه‌ای نوع دوم است )محدودیت‌های 16 و 17(. 

محدودیت )18( بیان می‌کند که در صورت ملزم بودن قطار sام برای 

توقف در بازه افق شرعی pام، این قطار باید در یکی از ایستگاههای 

بین راه در بازه افق شرعی توقف داشته باشد. محدودیت )19( بیان 

می‌کند اگر ایستگاه iام دارای نمازخانه نباشد، آنگاه هیچ قطاری در 

هیچ بازه افق شرعی مجاز به توقف برای اقامه نماز در آن ایستگاه 

نیست.

افق  بازه‌های  در  قطارها  توقف  برنامه  برای  که  شرایطی  از  یکی   

شرعی در راه‌آهن ایران در نظر گرفته می‌شود، الگو یا ساختار پله ای 

است. به طور کلی، اگر توقف قطار sام در توالی اعزام، در بازه افق 

شرعی pام در ایستگاه iام صورت گرفته باشد، آنگاه توقف قطارهای 

بعدی در توالی اعزام )s+1,s+2,…,n( می بایست در ایستگاه iام و 

یا ایستگاههای ماقبل )i-1,i-2,…,1( صورت بگیرد. به این ترتیب، 

ایجاد شده  متوالی  قطارهای  توقف  برنامه  برای  پله‌ای  ساختار  یک 

و برنامه زمانبندی مطلوبی به دست می‌آید. مطابق رابطه )20(، اگر 

iام  ایستگاه  در  pام  شرعی  افق  بازه  در  اعزام،  توالی  در  sام  قطار 

توقف داشته باشد، آنگاه قطار بعدی )قطار s+1ام( در ایستگاههای 

نداشته  توقف  pام،  شرعی  افق  بازه  در   )i+1,i+2,…,m-1( بعدی 

توقف  شرایط  از  یکی  اگر  که  می‌کند  بیان   )21( محدودیت  باشد. 

در بازه افق شرعی pام برای قطار sام برقرار نباشد، آنگاه قطار فوق 

ملزم به توقف در ایستگاههای بین راه نیست. محدودیت )22( نیز 

بیان می‌کند که اگر هر دو شرط توقف در بازه افق شرعی pام برای 

قطار sام در توالی اعزام برقرار باشد، آنگاه این قطار باید در یکی 

از ایستگاههای بین راه توقف داشته باشد. دو شرط توقف قطارها 

در بازه‌های افق شرعی به کمک دسته محدودیتهای )23( و )24( به 

9 
 

ام برای توقف در بازه افق sدر صورت ملزم بودن قطار  که کندمی( بیان 11محدودیت )(.13و  11 هایمحدودیت) استنوع دوم  ایبرنامه
اگر ایستگاه  کندمیبیان ( 13)محدودیت بین راه در بازه افق شرعی توقف داشته باشد.  یایستگاههاام، این قطار باید در یکی از pشرعی 

iیکی از شرایطی .ستیام دارای نمازخانه نباشد، آنگاه هیچ قطاری در هیچ بازه افق شرعی مجاز به توقف برای اقامه نماز در آن ایستگاه ن
کلی، اگر  به طور، الگو یا ساختار پله ای است. شودمیایران در نظر گرفته  آهنراهافق شرعی در  هایبازهکه برای برنامه توقف قطارها در 

توالی اعزام  ام صورت گرفته باشد، آنگاه توقف قطارهای بعدی درiام در ایستگاه pام در توالی اعزام، در بازه افق شرعی sتوقف قطار 
(s+1,s+2,…,n می بایست در ایستگاه )i یایستگاههاام و یا ( ماقبلi-1,i-2,…,1صورت بگیرد. به این ترتیب، یک ساختار پله ) ای

ام در توالی اعزام، s(، اگر قطار 21. مطابق رابطه )آیدمیبه دستبرای برنامه توقف قطارهای متوالی ایجاد شده و برنامه زمانبندی مطلوبی 
( در i+1,i+2,…,m-1بعدی ) یایستگاههاام( در s+1ام توقف داشته باشد، آنگاه قطار بعدی )قطار iام در ایستگاه pدر بازه افق شرعی 

ام sام برای قطار pکند که اگر یکی از شرایط توقف در بازه افق شرعی ( بیان می21محدودیت )ام، توقف نداشته باشد. pبازه افق شرعی 
که اگر هر دو شرط توقف در  کندمی( نیز بیان 22. محدودیت )نیستبین راه  یایستگاههابرقرار نباشد، آنگاه قطار فوق ملزم به توقف در 

اشته باشد. دو بین راه توقف د یایستگاههاام در توالی اعزام برقرار باشد، آنگاه این قطار باید در یکی از sام برای قطار pبازه افق شرعی 
( 25محدودیت ). شودمی( به متغیرهای کمکی وابسته 24( و )23) محدودیتهایافق شرعی به کمک دسته  هایبازهشرط توقف قطارها در 

که زمان رسیدن قطار به ایستگاه، باید بعد از زمان ابتدای بازه افق شرعی و همچنین زمان اتمام نماز، قبل از انتهای بازه افق  کندمینیز بیان 
 آید.می به دست( 21ام نیز از رابطه )iام در ایستگاه pزمان توقف هر قطارها در بازه افق شرعی  شرعی باشد.

(1) 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚   𝑧𝑧 = 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚  
s.t. 

(2) 
∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
,    ∀𝑠𝑠. 

(3) 
∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,    ∀𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑠𝑠=1
. 

(4) 
𝑐𝑐𝑖𝑖+1,𝑠𝑠 = 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 + ∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗. 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖 ,    ∀𝑠𝑠,    1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑚𝑚 − 1.

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
 

(5) 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 ≥ 𝑐𝑐𝑖𝑖+1,𝑠𝑠−1,   1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑚𝑚 − 1,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛. 
(1) 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 + (2 − 𝑤𝑤𝑢𝑢,𝑖𝑖+1,𝑠𝑠 − 𝑤𝑤𝑢𝑢,𝑖𝑖+1,𝑘𝑘). 𝑀𝑀 ≥ 𝑑𝑑𝑖𝑖+1,𝑘𝑘 ,     𝑘𝑘 < 𝑠𝑠, 1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑚𝑚 − 1,   1 ≤ 𝑢𝑢 ≤ 𝑟𝑟𝑖𝑖. 
(3) 𝜇𝜇𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 ,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖. 
(1) 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑀𝑀. 𝜇𝜇𝑖𝑖𝑖𝑖 ,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖. 
(3) 

∑ 𝑤𝑤𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 = 1 ,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖.
𝑟𝑟𝑖𝑖

𝑢𝑢=1
 

(11) 
∑ 𝑤𝑤𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 ≥ 𝜇𝜇𝑖𝑖𝑖𝑖 ,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖.

𝑏𝑏𝑖𝑖

𝑢𝑢=1
 

(11) 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖,   ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖. 
(12) 

∑ 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝. 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝐻𝐻

𝑝𝑝=1
+ 𝑀𝑀. 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖 ≥ ∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗. 𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖 ,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖.

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
 

(13) 
∑ 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝. 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝐻𝐻

𝑝𝑝=1
≤ ∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗. 𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖  + 𝑀𝑀. (1 − 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖),    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖.

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
 

(14) 
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ ∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗. 𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖  + 𝑀𝑀. (1 − 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖),    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖.

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
 

عرفان حسن ‌نایبی، فریدون کیانفر، آرمان ساجدی نژاد
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متغیرهای کمکی وابسته می‌شود. محدودیت )25( نیز بیان می‌کند 

که زمان رسیدن قطار به ایستگاه، باید بعد از زمان ابتدای بازه افق 

شرعی و همچنین زمان اتمام نماز، قبل از انتهای بازه افق شرعی 

pام در ایستگاه  باشد. زمان توقف هر قطارها در بازه افق شرعی 

iام نیز از رابطه )26( به دست می‌آید.

4. نامساویهای معتبر20 
ابعاد  در  برنامه‌ریزی عدد صحیح  به دشواریهای حل مدل  توجه  با 

استفاده  زمان حل  کاهش  برای  معتبر  نامساویهای  روش  از  واقعی، 

می‌شود.

به کمک نامساویهای معتبر می‌توان زمان حل دقیق مسئله توسط نرم 
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ام برای توقف در بازه افق sدر صورت ملزم بودن قطار  که کندمی( بیان 11محدودیت )(.13و  11 هایمحدودیت) استنوع دوم  ایبرنامه
اگر ایستگاه  کندمیبیان ( 13)محدودیت بین راه در بازه افق شرعی توقف داشته باشد.  یایستگاههاام، این قطار باید در یکی از pشرعی 

iیکی از شرایطی .ستیام دارای نمازخانه نباشد، آنگاه هیچ قطاری در هیچ بازه افق شرعی مجاز به توقف برای اقامه نماز در آن ایستگاه ن
کلی، اگر  به طور، الگو یا ساختار پله ای است. شودمیایران در نظر گرفته  آهنراهافق شرعی در  هایبازهکه برای برنامه توقف قطارها در 

توالی اعزام  ام صورت گرفته باشد، آنگاه توقف قطارهای بعدی درiام در ایستگاه pام در توالی اعزام، در بازه افق شرعی sتوقف قطار 
(s+1,s+2,…,n می بایست در ایستگاه )i یایستگاههاام و یا ( ماقبلi-1,i-2,…,1صورت بگیرد. به این ترتیب، یک ساختار پله ) ای

ام در توالی اعزام، s(، اگر قطار 21. مطابق رابطه )آیدمیبه دستبرای برنامه توقف قطارهای متوالی ایجاد شده و برنامه زمانبندی مطلوبی 
( در i+1,i+2,…,m-1بعدی ) یایستگاههاام( در s+1ام توقف داشته باشد، آنگاه قطار بعدی )قطار iام در ایستگاه pدر بازه افق شرعی 

ام sام برای قطار pکند که اگر یکی از شرایط توقف در بازه افق شرعی ( بیان می21محدودیت )ام، توقف نداشته باشد. pبازه افق شرعی 
که اگر هر دو شرط توقف در  کندمی( نیز بیان 22. محدودیت )نیستبین راه  یایستگاههابرقرار نباشد، آنگاه قطار فوق ملزم به توقف در 

اشته باشد. دو بین راه توقف د یایستگاههاام در توالی اعزام برقرار باشد، آنگاه این قطار باید در یکی از sام برای قطار pبازه افق شرعی 
( 25محدودیت ). شودمی( به متغیرهای کمکی وابسته 24( و )23) محدودیتهایافق شرعی به کمک دسته  هایبازهشرط توقف قطارها در 

که زمان رسیدن قطار به ایستگاه، باید بعد از زمان ابتدای بازه افق شرعی و همچنین زمان اتمام نماز، قبل از انتهای بازه افق  کندمینیز بیان 
 آید.می به دست( 21ام نیز از رابطه )iام در ایستگاه pزمان توقف هر قطارها در بازه افق شرعی  شرعی باشد.

(1) 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚   𝑧𝑧 = 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚  
s.t. 

(2) 
∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
,    ∀𝑠𝑠. 

(3) 
∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,    ∀𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑠𝑠=1
. 

(4) 
𝑐𝑐𝑖𝑖+1,𝑠𝑠 = 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 + ∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗. 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖 ,    ∀𝑠𝑠,    1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑚𝑚 − 1.

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
 

(5) 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 ≥ 𝑐𝑐𝑖𝑖+1,𝑠𝑠−1,   1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑚𝑚 − 1,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛. 
(1) 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 + (2 − 𝑤𝑤𝑢𝑢,𝑖𝑖+1,𝑠𝑠 − 𝑤𝑤𝑢𝑢,𝑖𝑖+1,𝑘𝑘). 𝑀𝑀 ≥ 𝑑𝑑𝑖𝑖+1,𝑘𝑘 ,     𝑘𝑘 < 𝑠𝑠, 1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑚𝑚 − 1,   1 ≤ 𝑢𝑢 ≤ 𝑟𝑟𝑖𝑖. 
(3) 𝜇𝜇𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 ,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖. 
(1) 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑀𝑀. 𝜇𝜇𝑖𝑖𝑖𝑖 ,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖. 
(3) 

∑ 𝑤𝑤𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 = 1 ,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖.
𝑟𝑟𝑖𝑖

𝑢𝑢=1
 

(11) 
∑ 𝑤𝑤𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 ≥ 𝜇𝜇𝑖𝑖𝑖𝑖 ,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖.

𝑏𝑏𝑖𝑖

𝑢𝑢=1
 

(11) 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖,   ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖. 
(12) 

∑ 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝. 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝐻𝐻

𝑝𝑝=1
+ 𝑀𝑀. 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖 ≥ ∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗. 𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖 ,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖.

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
 

(13) 
∑ 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝. 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝐻𝐻

𝑝𝑝=1
≤ ∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗. 𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖  + 𝑀𝑀. (1 − 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖),    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖.

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
 

(14) 
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ ∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗. 𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖  + 𝑀𝑀. (1 − 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖),    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖.

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
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(15) 
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑀𝑀. (1 − 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖) ≥ ∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗. 𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖 ,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖.

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
 

(11) 
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ ∑ 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝. 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 +

𝐻𝐻

𝑝𝑝=1
𝑀𝑀. 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖 ,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖. 

(13) 
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑀𝑀. 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖 ≥ ∑ 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝. 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖.

𝐻𝐻

𝑝𝑝=1
 

(11) 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 = ∑ 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠, 𝑝𝑝.

𝑚𝑚−1

𝑖𝑖=2
 

(13) 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 𝛽𝛽𝑖𝑖,    ∀𝑖𝑖, 𝑠𝑠, 𝑝𝑝. 
(21) 

∑ 𝑔𝑔𝑝𝑝,𝑘𝑘,𝑠𝑠+1 ≤ 1 − 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖, 𝑝𝑝.
𝑚𝑚−1

𝑘𝑘=𝑖𝑖+1
 

(21) 2. 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠, 𝑝𝑝. 
(22) 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 1 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠, 𝑝𝑝. 
(23) 𝑀𝑀. (𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 − 1) ≤ 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑡𝑡𝑝𝑝 < 𝑀𝑀. 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠, 𝑝𝑝. 
(24) 𝑀𝑀. (𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 − 1) ≤ 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝 − 𝑑𝑑1𝑠𝑠 < 𝑀𝑀. 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑝𝑝. 
(25) 𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑀𝑀. (1 − 𝛽𝛽𝑖𝑖. 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) ≤ 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑀𝑀. (1 − 𝛽𝛽𝑖𝑖. 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) − 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑝𝑝. 
(21) 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 = 𝑠𝑠𝑝𝑝 + 𝜀𝜀. 𝜆𝜆𝑖𝑖,     ∀𝑖𝑖, 𝑝𝑝. 
(23) 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝, 𝑤𝑤𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 , 𝜇𝜇𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝, 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝, 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ∈ {0,1},   ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖, 𝑝𝑝, 𝑢𝑢. 

 
     
 

 02معتبر ینامساویها.4
رای کاهش زمان حل استفاده بمعتبر  نامساویهایعدد صحیح در ابعاد واقعی، از روش  ریزیبرنامهبا توجه به دشواریهای حل مدل 

یکی از مزیتهای زمان حل دقیق مسئله توسط نرم افزارهای بهینه سازی را کاهش داد.  توانمیمعتبر  نامساویهای. به کمک شودمی
معتبر استفاده  نامساویهایدر ارائه  توانمیبا اندیس توالی که در این تحقیق بکار رفته است، ساختار مناسبی است که از آن  سازیمدل
د در کاهش زمان توانمین فضای موجه مسئله با برشهای عمیق در درخت جستجو کردمعتبر برای کوچک  نامساویهای. استفاده از کرد

عدد  ریزیبرنامهکه اگرچه بکارگیری این دسته از محدودیتها، زمان حل مدل  کردعددصحیح موثر باشد. باید توجه  ریزیبرنامهحل مدل 
معتبر  نامساویهای. در ادامه، چند دسته از این نیستدر زمان معقول  بزرگدهد اما کماکان قادر به حل مسائل با ابعاد را کاهش میصحیح 

معتبر ارائه  اینامساویاثبات صحت هر یک از  .شودمی، ارائه هستندافق شرعی  هایبازهکه همگی مرتبط با محدودیت توقف قطارها در 
 شده در بخش پیوست تحقیق آمده است.

 

 افق شرعی هایبازهکاندید برای توقف در  ایایستگاهن کردمحدود 4-2
افق شرعی است. برای این  هایبازهکاندید برای توقف در  یایستگاههان لیست کردمعتبر، هدف محدود ینامساویهادر اولین دسته از 

IiiHpULافق شرعی ) هایبازهمنظور از خاصیت عدم اشتراک  piip  21,1 ,,11,
21

. توقف یک شودمی(، استفاده 
 به طور. شودمیافق شرعی بعدی  هایبازهکاندید برای توقف در  یایستگاههاقطار در یک ایستگاه برای اقامه نماز، باعث محدود شدن 

ام در p+1ام توقف داشته باشد، آنگاه این قطار در بازه افق شرعی pام در بازه افق شرعی iام در توالی در ایستگاه sدقیقتر، اگر قطار 
( 21نامساوی ) در قالب.این شرایط د توقف داشته باشدتوانمیام، به دلیل خارج بودن از بازه افق شرعی، نiقبل از ایستگاه  یایستگاهها

 عددصحیح اضافه شود. ریزیبرنامهد به مدل توانمی

زمانبندی حرکت قطارها با هدف بهره‌برداری بهینه از مسیرهای ریلی دوخطه
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با  بهینه سازی را کاهش داد. یکی از مزیتهای مدل‌سازی  افزارهای 

اندیس توالی که در این تحقیق بکار رفته است، ساختار مناسبی است 

استفاده  کرد.  استفاده  معتبر  نامساویهای  ارائه  در  می‌توان  آن  از  که 

با  مسئله  موجه  فضای  کردن  کوچک  برای  معتبر  نامساویهای  از 

برشهای عمیق در درخت جستجو می‌تواند در کاهش زمان حل مدل 

برنامه‌ریزی عددصحیح موثر باشد.

 باید توجه کرد که اگرچه بکارگیری این دسته از محدودیتها، زمان 

حل مدل برنامه‌ریزی عدد صحیح را کاهش می‌دهد اما کماکان قادر 

به حل مسائل با ابعاد بزرگ در زمان معقول نیست.

مرتبط  همگی  که  معتبر  نامساویهای  این  از  دسته  چند  ادامه،  در   

ارائه  هستند،  شرعی  افق  بازه‌های  در  قطارها  توقف  محدودیت  با 

می‌شود.

بخش  در  شده  ارائه  معتبر  نامساوی‌ای  از  یک  هر  صحت  اثبات   

پیوست تحقیق آمده است.

در  توقف  برای  کاندید  ایستگاهای  کردن  محدود   1-4

بازه‌های افق شرعی

لیست  محدودکردن  هدف  معتبر،  نامساویهای  از  دسته  اولین  در 

است.  شرعی  افق  بازه‌های  در  توقف  برای  کاندید  ایستگاههای 

شرعی  افق  بازه‌های  اشتراک  عدم  خاصیت  از  منظور  این  برای 

 استفاده می‌شود. 
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(15) 
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑀𝑀. (1 − 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖) ≥ ∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗. 𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖 ,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖.

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
 

(11) 
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ ∑ 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝. 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 +

𝐻𝐻

𝑝𝑝=1
𝑀𝑀. 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖 ,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖. 

(13) 
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑀𝑀. 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖 ≥ ∑ 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝. 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖.

𝐻𝐻

𝑝𝑝=1
 

(11) 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 = ∑ 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠, 𝑝𝑝.

𝑚𝑚−1

𝑖𝑖=2
 

(13) 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 𝛽𝛽𝑖𝑖,    ∀𝑖𝑖, 𝑠𝑠, 𝑝𝑝. 
(21) 

∑ 𝑔𝑔𝑝𝑝,𝑘𝑘,𝑠𝑠+1 ≤ 1 − 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖, 𝑝𝑝.
𝑚𝑚−1

𝑘𝑘=𝑖𝑖+1
 

(21) 2. 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠, 𝑝𝑝. 
(22) 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 1 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠, 𝑝𝑝. 
(23) 𝑀𝑀. (𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 − 1) ≤ 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑡𝑡𝑝𝑝 < 𝑀𝑀. 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠, 𝑝𝑝. 
(24) 𝑀𝑀. (𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 − 1) ≤ 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝 − 𝑑𝑑1𝑠𝑠 < 𝑀𝑀. 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑝𝑝. 
(25) 𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑀𝑀. (1 − 𝛽𝛽𝑖𝑖. 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) ≤ 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑀𝑀. (1 − 𝛽𝛽𝑖𝑖. 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) − 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑝𝑝. 
(21) 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 = 𝑠𝑠𝑝𝑝 + 𝜀𝜀. 𝜆𝜆𝑖𝑖,     ∀𝑖𝑖, 𝑝𝑝. 
(23) 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝, 𝑤𝑤𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 , 𝜇𝜇𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝, 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝, 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ∈ {0,1},   ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖, 𝑝𝑝, 𝑢𝑢. 

 
     
 

 02معتبر ینامساویها.4
رای کاهش زمان حل استفاده بمعتبر  نامساویهایعدد صحیح در ابعاد واقعی، از روش  ریزیبرنامهبا توجه به دشواریهای حل مدل 

یکی از مزیتهای زمان حل دقیق مسئله توسط نرم افزارهای بهینه سازی را کاهش داد.  توانمیمعتبر  نامساویهای. به کمک شودمی
معتبر استفاده  نامساویهایدر ارائه  توانمیبا اندیس توالی که در این تحقیق بکار رفته است، ساختار مناسبی است که از آن  سازیمدل
د در کاهش زمان توانمین فضای موجه مسئله با برشهای عمیق در درخت جستجو کردمعتبر برای کوچک  نامساویهای. استفاده از کرد

عدد  ریزیبرنامهکه اگرچه بکارگیری این دسته از محدودیتها، زمان حل مدل  کردعددصحیح موثر باشد. باید توجه  ریزیبرنامهحل مدل 
معتبر  نامساویهای. در ادامه، چند دسته از این نیستدر زمان معقول  بزرگدهد اما کماکان قادر به حل مسائل با ابعاد را کاهش میصحیح 

معتبر ارائه  اینامساویاثبات صحت هر یک از  .شودمی، ارائه هستندافق شرعی  هایبازهکه همگی مرتبط با محدودیت توقف قطارها در 
 شده در بخش پیوست تحقیق آمده است.

 

 افق شرعی هایبازهکاندید برای توقف در  ایایستگاهن کردمحدود 4-2
افق شرعی است. برای این  هایبازهکاندید برای توقف در  یایستگاههان لیست کردمعتبر، هدف محدود ینامساویهادر اولین دسته از 

IiiHpULافق شرعی ) هایبازهمنظور از خاصیت عدم اشتراک  piip  21,1 ,,11,
21

. توقف یک شودمی(، استفاده 
 به طور. شودمیافق شرعی بعدی  هایبازهکاندید برای توقف در  یایستگاههاقطار در یک ایستگاه برای اقامه نماز، باعث محدود شدن 

ام در p+1ام توقف داشته باشد، آنگاه این قطار در بازه افق شرعی pام در بازه افق شرعی iام در توالی در ایستگاه sدقیقتر، اگر قطار 
( 21نامساوی ) در قالب.این شرایط د توقف داشته باشدتوانمیام، به دلیل خارج بودن از بازه افق شرعی، نiقبل از ایستگاه  یایستگاهها

 عددصحیح اضافه شود. ریزیبرنامهد به مدل توانمی

محدود  باعث  نماز،  اقامه  برای  ایستگاه  یک  در  قطار  یک  توقف 

شدن ایستگاههای کاندید برای توقف در بازه‌های افق شرعی بعدی 

می‌شود.

 به طور دقیق تر، اگر قطار sام در توالی در ایستگاه iام در بازه افق 

افق شرعی  بازه  در  قطار  این  آنگاه  باشد،  داشته  توقف  pام  شرعی 

از  بودن  دلیل خارج  به  iام،  ایستگاه  از  قبل  ایستگاههای  p+1ام در 

بازه افق شرعی، نمی‌تواند توقف داشته باشد. این شرایط در قالب 

نامساوی )28( می‌تواند به مدل برنامه‌ریزی عددصحیح اضافه شود.
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(21)∑ 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑘𝑘,𝑠𝑠 ≤ 1 −𝑖𝑖
𝑘𝑘=2 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1. 

 
 مختلفافق شرعی هایبازهالگوی الزام شدن یک قطار برای توقف در 4-0

به افق شرعی  هایبازهالگویی برای متغیر مربوط به الزام توقف قطارها در  توانمیزمانی افق شرعی،  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 
ام نیز ملزم به p+1ام باشد، آنگاه این قطار در افق شرعی p+2ام و pآورد. در واقع اگر یک قطار ملزم به توقف در بازه افق شرعی  دست

 .شودمیعددصحیح اضافه  ریزیبرنامه( به مدل 23این شرط نیز بشکل نامساوی ). استتوقف 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+2,𝑠𝑠 − 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+1,𝑠𝑠 ≤ 1,         ∀𝑠𝑠, 1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 2.     (23) 

 
 تعیین الگوی فعال شدن شرایط توقف قطارها در بازه افق شرعی4-9

دتر با توجه به ترتیب اعزام قطارها، اگر یک قطار در توالی اعزام، قبل از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا اعزام شود، قطارهای قبلی نیز زو
یک قطار در توالی اعزام، بعد از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا  شده اند. همچنین اگراز ایستگاه مبدا اعزام از زمان ابتدای افق شرعی 

از ایستگاه مبدا اعزام می شوند.همچنین با توجه به فرض عدم سبقت اعزام شود، قطارهای بعدی نیز دیرتر از زمان ابتدای افق شرعی 
دیرتر از زمان  نیز قطارهای بعدی در توالی اعزامبعد از انتهای بازه افق شرعی باشد، آنگاه  ،قطارها، اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد

اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد، قبل از ابتدای بازه افق شرعی باشد، آنگاه قطارهای قبلی در  به مقصد می رسند.انتهای افق شرعی 
به یا  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبا مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه قصد می رسند. توالی اعزام نیز زودتر از زمان ابتدای افق شرعی به م

 عبارتیبه . کردافق شرعی، مقدار این دسته از متغیرها را برای سایر قطارهای موجود در توالی اعزام، تعیین  هایبازهشرایط توقف در  دلیل
برابر صفر خواهد بود که همین وضعیت  psام باشد، متغیرpام در توالی اعزام، از مبدا، بعد از زمان افق شرعی sاگر زمان اعزام قطار 

ام از مبدا قبل از sهمچنین اگر زمان اعزام قطار در توالی . (31)نامساوی  برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود
برابر یک خواهد بود که در این حالت همین وضعیت برای تمام قطارهای قبلی در توالی  psام باشد، متغیرpزمان افق شرعی نماز 

 . (31)نامساوی  اعزام، برقرار خواهد بود
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑠𝑠+1      (31) 
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑠𝑠 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1

𝑘𝑘=1        (31) 

ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی نماز sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر  توانمیمشابه این محدودیتها را 
. اگر (32)نامساوی  برای تمام قطارهای قبلی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود نیز وضعیت و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

برابر یک خواهد بود که در این حالت همین  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی نماز sزمان رسیدن قطار در توالی 
 .(33)نامساوی  بود وضعیت برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑠𝑠 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1
𝑘𝑘=1        (32) 

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛
𝑘𝑘=𝑠𝑠+1       (33) 

 

 افق شرعی برای هر قطار هایبازهتعیین شرایط توقف در 4-4
برای هر  مختلف افق شرعی هایبازهشرایط توقف در روابطی بین  توانمی، ایستگاههاافق شرعی در  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 

، مقدار این دسته از متغیرها را 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبعد از مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه .آورد به دستدر توالی اعزام،  قطار
ام باشد، pام از مبدا بعد از زمان افق شرعی نماز sاگر زمان اعزام قطار در توالی  به دلیل. کردافق شرعی نیز تعیین  هایبازهبرای سایر 

اگر .(34)نامساوی  افق شرعی قبلی برقرار خواهد بود هایبازهوضعیت برای این قطار در  مشابه اینبرابر صفر خواهد بود که  psمتغیر
افق  هایبازهدر وضعیت  اینبرابر یک خواهد بود که  psام باشد، متغیرpام از مبدا قبل از زمان افق شرعی sزمان اعزام قطار در توالی 

 .(35)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی  شرعی
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝑝𝑝 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1

𝑘𝑘=1        (34) 
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (35) 

 )28(

افق  بازه‌های  در  توقف  برای  قطار  الزام یک  الگوی    2-4

شرعی مختلف

می‌توان  شرعی،  افق  زمانی  بازه‌های  بین  اشتراک  عدم  به  توجه  با 

افق  بازه‌های  در  قطارها  توقف  الزام  به  مربوط  متغیر  برای  الگویی 

شرعی به دست آورد. در واقع اگر یک قطار ملزم به توقف در بازه 

افق شرعی pام و ‌p+2ام باشد، آنگاه این قطار در افق شرعی p+1ام 

نیز ملزم به توقف است. این شرط نیز بشکل نامساوی )29( به مدل 

برنامه‌ریزی عددصحیح اضافه می‌شود.
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(21)∑ 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑘𝑘,𝑠𝑠 ≤ 1 −𝑖𝑖
𝑘𝑘=2 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1. 

 
 مختلفافق شرعی هایبازهالگوی الزام شدن یک قطار برای توقف در 4-0

به افق شرعی  هایبازهالگویی برای متغیر مربوط به الزام توقف قطارها در  توانمیزمانی افق شرعی،  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 
ام نیز ملزم به p+1ام باشد، آنگاه این قطار در افق شرعی p+2ام و pآورد. در واقع اگر یک قطار ملزم به توقف در بازه افق شرعی  دست

 .شودمیعددصحیح اضافه  ریزیبرنامه( به مدل 23این شرط نیز بشکل نامساوی ). استتوقف 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+2,𝑠𝑠 − 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+1,𝑠𝑠 ≤ 1,         ∀𝑠𝑠, 1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 2.     (23) 

 
 تعیین الگوی فعال شدن شرایط توقف قطارها در بازه افق شرعی4-9

دتر با توجه به ترتیب اعزام قطارها، اگر یک قطار در توالی اعزام، قبل از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا اعزام شود، قطارهای قبلی نیز زو
یک قطار در توالی اعزام، بعد از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا  شده اند. همچنین اگراز ایستگاه مبدا اعزام از زمان ابتدای افق شرعی 

از ایستگاه مبدا اعزام می شوند.همچنین با توجه به فرض عدم سبقت اعزام شود، قطارهای بعدی نیز دیرتر از زمان ابتدای افق شرعی 
دیرتر از زمان  نیز قطارهای بعدی در توالی اعزامبعد از انتهای بازه افق شرعی باشد، آنگاه  ،قطارها، اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد

اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد، قبل از ابتدای بازه افق شرعی باشد، آنگاه قطارهای قبلی در  به مقصد می رسند.انتهای افق شرعی 
به یا  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبا مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه قصد می رسند. توالی اعزام نیز زودتر از زمان ابتدای افق شرعی به م

 عبارتیبه . کردافق شرعی، مقدار این دسته از متغیرها را برای سایر قطارهای موجود در توالی اعزام، تعیین  هایبازهشرایط توقف در  دلیل
برابر صفر خواهد بود که همین وضعیت  psام باشد، متغیرpام در توالی اعزام، از مبدا، بعد از زمان افق شرعی sاگر زمان اعزام قطار 

ام از مبدا قبل از sهمچنین اگر زمان اعزام قطار در توالی . (31)نامساوی  برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود
برابر یک خواهد بود که در این حالت همین وضعیت برای تمام قطارهای قبلی در توالی  psام باشد، متغیرpزمان افق شرعی نماز 

 . (31)نامساوی  اعزام، برقرار خواهد بود
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑠𝑠+1      (31) 
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑠𝑠 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1

𝑘𝑘=1        (31) 

ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی نماز sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر  توانمیمشابه این محدودیتها را 
. اگر (32)نامساوی  برای تمام قطارهای قبلی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود نیز وضعیت و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

برابر یک خواهد بود که در این حالت همین  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی نماز sزمان رسیدن قطار در توالی 
 .(33)نامساوی  بود وضعیت برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑠𝑠 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1
𝑘𝑘=1        (32) 

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛
𝑘𝑘=𝑠𝑠+1       (33) 

 

 افق شرعی برای هر قطار هایبازهتعیین شرایط توقف در 4-4
برای هر  مختلف افق شرعی هایبازهشرایط توقف در روابطی بین  توانمی، ایستگاههاافق شرعی در  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 

، مقدار این دسته از متغیرها را 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبعد از مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه .آورد به دستدر توالی اعزام،  قطار
ام باشد، pام از مبدا بعد از زمان افق شرعی نماز sاگر زمان اعزام قطار در توالی  به دلیل. کردافق شرعی نیز تعیین  هایبازهبرای سایر 

اگر .(34)نامساوی  افق شرعی قبلی برقرار خواهد بود هایبازهوضعیت برای این قطار در  مشابه اینبرابر صفر خواهد بود که  psمتغیر
افق  هایبازهدر وضعیت  اینبرابر یک خواهد بود که  psام باشد، متغیرpام از مبدا قبل از زمان افق شرعی sزمان اعزام قطار در توالی 

 .(35)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی  شرعی
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝑝𝑝 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1

𝑘𝑘=1        (34) 
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (35) 
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(21)∑ 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑘𝑘,𝑠𝑠 ≤ 1 −𝑖𝑖
𝑘𝑘=2 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1. 

 
 مختلفافق شرعی هایبازهالگوی الزام شدن یک قطار برای توقف در 4-0

به افق شرعی  هایبازهالگویی برای متغیر مربوط به الزام توقف قطارها در  توانمیزمانی افق شرعی،  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 
ام نیز ملزم به p+1ام باشد، آنگاه این قطار در افق شرعی p+2ام و pآورد. در واقع اگر یک قطار ملزم به توقف در بازه افق شرعی  دست

 .شودمیعددصحیح اضافه  ریزیبرنامه( به مدل 23این شرط نیز بشکل نامساوی ). استتوقف 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+2,𝑠𝑠 − 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+1,𝑠𝑠 ≤ 1,         ∀𝑠𝑠, 1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 2.     (23) 

 
 تعیین الگوی فعال شدن شرایط توقف قطارها در بازه افق شرعی4-9

دتر با توجه به ترتیب اعزام قطارها، اگر یک قطار در توالی اعزام، قبل از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا اعزام شود، قطارهای قبلی نیز زو
یک قطار در توالی اعزام، بعد از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا  شده اند. همچنین اگراز ایستگاه مبدا اعزام از زمان ابتدای افق شرعی 

از ایستگاه مبدا اعزام می شوند.همچنین با توجه به فرض عدم سبقت اعزام شود، قطارهای بعدی نیز دیرتر از زمان ابتدای افق شرعی 
دیرتر از زمان  نیز قطارهای بعدی در توالی اعزامبعد از انتهای بازه افق شرعی باشد، آنگاه  ،قطارها، اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد

اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد، قبل از ابتدای بازه افق شرعی باشد، آنگاه قطارهای قبلی در  به مقصد می رسند.انتهای افق شرعی 
به یا  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبا مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه قصد می رسند. توالی اعزام نیز زودتر از زمان ابتدای افق شرعی به م

 عبارتیبه . کردافق شرعی، مقدار این دسته از متغیرها را برای سایر قطارهای موجود در توالی اعزام، تعیین  هایبازهشرایط توقف در  دلیل
برابر صفر خواهد بود که همین وضعیت  psام باشد، متغیرpام در توالی اعزام، از مبدا، بعد از زمان افق شرعی sاگر زمان اعزام قطار 

ام از مبدا قبل از sهمچنین اگر زمان اعزام قطار در توالی . (31)نامساوی  برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود
برابر یک خواهد بود که در این حالت همین وضعیت برای تمام قطارهای قبلی در توالی  psام باشد، متغیرpزمان افق شرعی نماز 

 . (31)نامساوی  اعزام، برقرار خواهد بود
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑠𝑠+1      (31) 
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑠𝑠 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1

𝑘𝑘=1        (31) 

ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی نماز sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر  توانمیمشابه این محدودیتها را 
. اگر (32)نامساوی  برای تمام قطارهای قبلی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود نیز وضعیت و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

برابر یک خواهد بود که در این حالت همین  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی نماز sزمان رسیدن قطار در توالی 
 .(33)نامساوی  بود وضعیت برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑠𝑠 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1
𝑘𝑘=1        (32) 

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛
𝑘𝑘=𝑠𝑠+1       (33) 

 

 افق شرعی برای هر قطار هایبازهتعیین شرایط توقف در 4-4
برای هر  مختلف افق شرعی هایبازهشرایط توقف در روابطی بین  توانمی، ایستگاههاافق شرعی در  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 

، مقدار این دسته از متغیرها را 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبعد از مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه .آورد به دستدر توالی اعزام،  قطار
ام باشد، pام از مبدا بعد از زمان افق شرعی نماز sاگر زمان اعزام قطار در توالی  به دلیل. کردافق شرعی نیز تعیین  هایبازهبرای سایر 

اگر .(34)نامساوی  افق شرعی قبلی برقرار خواهد بود هایبازهوضعیت برای این قطار در  مشابه اینبرابر صفر خواهد بود که  psمتغیر
افق  هایبازهدر وضعیت  اینبرابر یک خواهد بود که  psام باشد، متغیرpام از مبدا قبل از زمان افق شرعی sزمان اعزام قطار در توالی 

 .(35)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی  شرعی
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝑝𝑝 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1

𝑘𝑘=1        (34) 
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (35) 

)29(

4-3  تعیین الگوی فعال شدن شرایط توقف قطارها در بازه 

افق شرعی

با توجه به ترتیب اعزام قطارها، اگر یک قطار در توالی اعزام، قبل از 

زمان ابتدای افق شرعی از مبدا اعزام شود، قطارهای قبلی نیز زودتر 

از زمان ابتدای افق شرعی از ایستگاه مبدا اعزام شده اند. همچنین 

اگر یک قطار در توالی اعزام، بعد از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا 

اعزام شود، قطارهای بعدی نیز دیرتر از زمان ابتدای افق شرعی از 

ایستگاه مبدا اعزام می شوند. همچنین با توجه به فرض عدم سبقت 

افق  بازه  انتهای  از  بعد  به مقصد،  اگر زمان رسیدن قطاری  قطارها، 

شرعی باشد، آنگاه قطارهای بعدی در توالی اعزام نیز دیرتر از زمان 

انتهای افق شرعی به مقصد می رسند. اگر زمان رسیدن قطاری به 

مقصد، قبل از ابتدای بازه افق شرعی باشد، آنگاه قطارهای قبلی در 

توالی اعزام نیز زودتر از زمان ابتدای افق شرعی به مقصد می رسند. 
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(21)∑ 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑘𝑘,𝑠𝑠 ≤ 1 −𝑖𝑖
𝑘𝑘=2 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1. 

 
 مختلفافق شرعی هایبازهالگوی الزام شدن یک قطار برای توقف در 4-0

به افق شرعی  هایبازهالگویی برای متغیر مربوط به الزام توقف قطارها در  توانمیزمانی افق شرعی،  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 
ام نیز ملزم به p+1ام باشد، آنگاه این قطار در افق شرعی p+2ام و pآورد. در واقع اگر یک قطار ملزم به توقف در بازه افق شرعی  دست

 .شودمیعددصحیح اضافه  ریزیبرنامه( به مدل 23این شرط نیز بشکل نامساوی ). استتوقف 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+2,𝑠𝑠 − 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+1,𝑠𝑠 ≤ 1,         ∀𝑠𝑠, 1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 2.     (23) 

 
 تعیین الگوی فعال شدن شرایط توقف قطارها در بازه افق شرعی4-9

دتر با توجه به ترتیب اعزام قطارها، اگر یک قطار در توالی اعزام، قبل از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا اعزام شود، قطارهای قبلی نیز زو
یک قطار در توالی اعزام، بعد از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا  شده اند. همچنین اگراز ایستگاه مبدا اعزام از زمان ابتدای افق شرعی 

از ایستگاه مبدا اعزام می شوند.همچنین با توجه به فرض عدم سبقت اعزام شود، قطارهای بعدی نیز دیرتر از زمان ابتدای افق شرعی 
دیرتر از زمان  نیز قطارهای بعدی در توالی اعزامبعد از انتهای بازه افق شرعی باشد، آنگاه  ،قطارها، اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد

اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد، قبل از ابتدای بازه افق شرعی باشد، آنگاه قطارهای قبلی در  به مقصد می رسند.انتهای افق شرعی 
به یا  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبا مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه قصد می رسند. توالی اعزام نیز زودتر از زمان ابتدای افق شرعی به م

 عبارتیبه . کردافق شرعی، مقدار این دسته از متغیرها را برای سایر قطارهای موجود در توالی اعزام، تعیین  هایبازهشرایط توقف در  دلیل
برابر صفر خواهد بود که همین وضعیت  psام باشد، متغیرpام در توالی اعزام، از مبدا، بعد از زمان افق شرعی sاگر زمان اعزام قطار 

ام از مبدا قبل از sهمچنین اگر زمان اعزام قطار در توالی . (31)نامساوی  برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود
برابر یک خواهد بود که در این حالت همین وضعیت برای تمام قطارهای قبلی در توالی  psام باشد، متغیرpزمان افق شرعی نماز 

 . (31)نامساوی  اعزام، برقرار خواهد بود
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑠𝑠+1      (31) 
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑠𝑠 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1

𝑘𝑘=1        (31) 

ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی نماز sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر  توانمیمشابه این محدودیتها را 
. اگر (32)نامساوی  برای تمام قطارهای قبلی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود نیز وضعیت و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

برابر یک خواهد بود که در این حالت همین  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی نماز sزمان رسیدن قطار در توالی 
 .(33)نامساوی  بود وضعیت برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑠𝑠 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1
𝑘𝑘=1        (32) 

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛
𝑘𝑘=𝑠𝑠+1       (33) 

 

 افق شرعی برای هر قطار هایبازهتعیین شرایط توقف در 4-4
برای هر  مختلف افق شرعی هایبازهشرایط توقف در روابطی بین  توانمی، ایستگاههاافق شرعی در  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 

، مقدار این دسته از متغیرها را 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبعد از مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه .آورد به دستدر توالی اعزام،  قطار
ام باشد، pام از مبدا بعد از زمان افق شرعی نماز sاگر زمان اعزام قطار در توالی  به دلیل. کردافق شرعی نیز تعیین  هایبازهبرای سایر 

اگر .(34)نامساوی  افق شرعی قبلی برقرار خواهد بود هایبازهوضعیت برای این قطار در  مشابه اینبرابر صفر خواهد بود که  psمتغیر
افق  هایبازهدر وضعیت  اینبرابر یک خواهد بود که  psام باشد، متغیرpام از مبدا قبل از زمان افق شرعی sزمان اعزام قطار در توالی 

 .(35)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی  شرعی
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝑝𝑝 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1

𝑘𝑘=1        (34) 
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (35) 

 و 
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(21)∑ 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑘𝑘,𝑠𝑠 ≤ 1 −𝑖𝑖
𝑘𝑘=2 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1. 

 
 مختلفافق شرعی هایبازهالگوی الزام شدن یک قطار برای توقف در 4-0

به افق شرعی  هایبازهالگویی برای متغیر مربوط به الزام توقف قطارها در  توانمیزمانی افق شرعی،  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 
ام نیز ملزم به p+1ام باشد، آنگاه این قطار در افق شرعی p+2ام و pآورد. در واقع اگر یک قطار ملزم به توقف در بازه افق شرعی  دست

 .شودمیعددصحیح اضافه  ریزیبرنامه( به مدل 23این شرط نیز بشکل نامساوی ). استتوقف 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+2,𝑠𝑠 − 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+1,𝑠𝑠 ≤ 1,         ∀𝑠𝑠, 1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 2.     (23) 
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دتر با توجه به ترتیب اعزام قطارها، اگر یک قطار در توالی اعزام، قبل از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا اعزام شود، قطارهای قبلی نیز زو
یک قطار در توالی اعزام، بعد از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا  شده اند. همچنین اگراز ایستگاه مبدا اعزام از زمان ابتدای افق شرعی 

از ایستگاه مبدا اعزام می شوند.همچنین با توجه به فرض عدم سبقت اعزام شود، قطارهای بعدی نیز دیرتر از زمان ابتدای افق شرعی 
دیرتر از زمان  نیز قطارهای بعدی در توالی اعزامبعد از انتهای بازه افق شرعی باشد، آنگاه  ،قطارها، اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد

اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد، قبل از ابتدای بازه افق شرعی باشد، آنگاه قطارهای قبلی در  به مقصد می رسند.انتهای افق شرعی 
به یا  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبا مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه قصد می رسند. توالی اعزام نیز زودتر از زمان ابتدای افق شرعی به م

 عبارتیبه . کردافق شرعی، مقدار این دسته از متغیرها را برای سایر قطارهای موجود در توالی اعزام، تعیین  هایبازهشرایط توقف در  دلیل
برابر صفر خواهد بود که همین وضعیت  psام باشد، متغیرpام در توالی اعزام، از مبدا، بعد از زمان افق شرعی sاگر زمان اعزام قطار 

ام از مبدا قبل از sهمچنین اگر زمان اعزام قطار در توالی . (31)نامساوی  برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود
برابر یک خواهد بود که در این حالت همین وضعیت برای تمام قطارهای قبلی در توالی  psام باشد، متغیرpزمان افق شرعی نماز 

 . (31)نامساوی  اعزام، برقرار خواهد بود
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑠𝑠+1      (31) 
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑠𝑠 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1

𝑘𝑘=1        (31) 

ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی نماز sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر  توانمیمشابه این محدودیتها را 
. اگر (32)نامساوی  برای تمام قطارهای قبلی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود نیز وضعیت و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

برابر یک خواهد بود که در این حالت همین  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی نماز sزمان رسیدن قطار در توالی 
 .(33)نامساوی  بود وضعیت برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑠𝑠 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1
𝑘𝑘=1        (32) 

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛
𝑘𝑘=𝑠𝑠+1       (33) 

 

 افق شرعی برای هر قطار هایبازهتعیین شرایط توقف در 4-4
برای هر  مختلف افق شرعی هایبازهشرایط توقف در روابطی بین  توانمی، ایستگاههاافق شرعی در  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 

، مقدار این دسته از متغیرها را 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبعد از مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه .آورد به دستدر توالی اعزام،  قطار
ام باشد، pام از مبدا بعد از زمان افق شرعی نماز sاگر زمان اعزام قطار در توالی  به دلیل. کردافق شرعی نیز تعیین  هایبازهبرای سایر 

اگر .(34)نامساوی  افق شرعی قبلی برقرار خواهد بود هایبازهوضعیت برای این قطار در  مشابه اینبرابر صفر خواهد بود که  psمتغیر
افق  هایبازهدر وضعیت  اینبرابر یک خواهد بود که  psام باشد، متغیرpام از مبدا قبل از زمان افق شرعی sزمان اعزام قطار در توالی 

 .(35)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی  شرعی
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝑝𝑝 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1

𝑘𝑘=1        (34) 
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (35) 

در نتیجه می‌توان با مشخص شدن مقدار متغیرهای 

دلیل شرایط توقف در بازه‌های افق شرعی، مقدار این دسته از متغیرها 

را برای سایر قطارهای موجود در توالی اعزام، تعیین کرد. به عبارتی 

افق  از زمان  از مبدا، بعد  اعزام،  sام در توالی  اعزام قطار  اگر زمان 

شرعی pام باشد، متغیر برابر صفر خواهد بود که همین وضعیت برای 

)نامساوی  بود  برقرار خواهد  اعزام،  توالی  بعدی در  قطارهای  تمام 

30(. همچنین اگر زمان اعزام قطار در توالی sام از مبدا قبل از زمان 

عرفان حسن ‌نایبی، فریدون کیانفر، آرمان ساجدی نژاد
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(21)∑ 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑘𝑘,𝑠𝑠 ≤ 1 −𝑖𝑖
𝑘𝑘=2 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1. 

 
 مختلفافق شرعی هایبازهالگوی الزام شدن یک قطار برای توقف در 4-0

به افق شرعی  هایبازهالگویی برای متغیر مربوط به الزام توقف قطارها در  توانمیزمانی افق شرعی،  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 
ام نیز ملزم به p+1ام باشد، آنگاه این قطار در افق شرعی p+2ام و pآورد. در واقع اگر یک قطار ملزم به توقف در بازه افق شرعی  دست

 .شودمیعددصحیح اضافه  ریزیبرنامه( به مدل 23این شرط نیز بشکل نامساوی ). استتوقف 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+2,𝑠𝑠 − 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+1,𝑠𝑠 ≤ 1,         ∀𝑠𝑠, 1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 2.     (23) 

 
 تعیین الگوی فعال شدن شرایط توقف قطارها در بازه افق شرعی4-9

دتر با توجه به ترتیب اعزام قطارها، اگر یک قطار در توالی اعزام، قبل از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا اعزام شود، قطارهای قبلی نیز زو
یک قطار در توالی اعزام، بعد از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا  شده اند. همچنین اگراز ایستگاه مبدا اعزام از زمان ابتدای افق شرعی 

از ایستگاه مبدا اعزام می شوند.همچنین با توجه به فرض عدم سبقت اعزام شود، قطارهای بعدی نیز دیرتر از زمان ابتدای افق شرعی 
دیرتر از زمان  نیز قطارهای بعدی در توالی اعزامبعد از انتهای بازه افق شرعی باشد، آنگاه  ،قطارها، اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد

اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد، قبل از ابتدای بازه افق شرعی باشد، آنگاه قطارهای قبلی در  به مقصد می رسند.انتهای افق شرعی 
به یا  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبا مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه قصد می رسند. توالی اعزام نیز زودتر از زمان ابتدای افق شرعی به م

 عبارتیبه . کردافق شرعی، مقدار این دسته از متغیرها را برای سایر قطارهای موجود در توالی اعزام، تعیین  هایبازهشرایط توقف در  دلیل
برابر صفر خواهد بود که همین وضعیت  psام باشد، متغیرpام در توالی اعزام، از مبدا، بعد از زمان افق شرعی sاگر زمان اعزام قطار 

ام از مبدا قبل از sهمچنین اگر زمان اعزام قطار در توالی . (31)نامساوی  برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود
برابر یک خواهد بود که در این حالت همین وضعیت برای تمام قطارهای قبلی در توالی  psام باشد، متغیرpزمان افق شرعی نماز 

 . (31)نامساوی  اعزام، برقرار خواهد بود
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑠𝑠+1      (31) 
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑠𝑠 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1

𝑘𝑘=1        (31) 

ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی نماز sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر  توانمیمشابه این محدودیتها را 
. اگر (32)نامساوی  برای تمام قطارهای قبلی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود نیز وضعیت و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

برابر یک خواهد بود که در این حالت همین  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی نماز sزمان رسیدن قطار در توالی 
 .(33)نامساوی  بود وضعیت برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑠𝑠 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1
𝑘𝑘=1        (32) 

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛
𝑘𝑘=𝑠𝑠+1       (33) 

 

 افق شرعی برای هر قطار هایبازهتعیین شرایط توقف در 4-4
برای هر  مختلف افق شرعی هایبازهشرایط توقف در روابطی بین  توانمی، ایستگاههاافق شرعی در  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 

، مقدار این دسته از متغیرها را 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبعد از مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه .آورد به دستدر توالی اعزام،  قطار
ام باشد، pام از مبدا بعد از زمان افق شرعی نماز sاگر زمان اعزام قطار در توالی  به دلیل. کردافق شرعی نیز تعیین  هایبازهبرای سایر 

اگر .(34)نامساوی  افق شرعی قبلی برقرار خواهد بود هایبازهوضعیت برای این قطار در  مشابه اینبرابر صفر خواهد بود که  psمتغیر
افق  هایبازهدر وضعیت  اینبرابر یک خواهد بود که  psام باشد، متغیرpام از مبدا قبل از زمان افق شرعی sزمان اعزام قطار در توالی 

 .(35)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی  شرعی
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝑝𝑝 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1

𝑘𝑘=1        (34) 
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (35) 

افق شرعی نماز pام باشد، متغیر 

این حالت همین وضعیت برای تمام قطارهای قبلی در توالی اعزام، 

برقرار خواهد بود )نامساوی 31(. 
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(21)∑ 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑘𝑘,𝑠𝑠 ≤ 1 −𝑖𝑖
𝑘𝑘=2 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1. 

 
 مختلفافق شرعی هایبازهالگوی الزام شدن یک قطار برای توقف در 4-0

به افق شرعی  هایبازهالگویی برای متغیر مربوط به الزام توقف قطارها در  توانمیزمانی افق شرعی،  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 
ام نیز ملزم به p+1ام باشد، آنگاه این قطار در افق شرعی p+2ام و pآورد. در واقع اگر یک قطار ملزم به توقف در بازه افق شرعی  دست

 .شودمیعددصحیح اضافه  ریزیبرنامه( به مدل 23این شرط نیز بشکل نامساوی ). استتوقف 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+2,𝑠𝑠 − 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+1,𝑠𝑠 ≤ 1,         ∀𝑠𝑠, 1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 2.     (23) 

 
 تعیین الگوی فعال شدن شرایط توقف قطارها در بازه افق شرعی4-9

دتر با توجه به ترتیب اعزام قطارها، اگر یک قطار در توالی اعزام، قبل از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا اعزام شود، قطارهای قبلی نیز زو
یک قطار در توالی اعزام، بعد از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا  شده اند. همچنین اگراز ایستگاه مبدا اعزام از زمان ابتدای افق شرعی 

از ایستگاه مبدا اعزام می شوند.همچنین با توجه به فرض عدم سبقت اعزام شود، قطارهای بعدی نیز دیرتر از زمان ابتدای افق شرعی 
دیرتر از زمان  نیز قطارهای بعدی در توالی اعزامبعد از انتهای بازه افق شرعی باشد، آنگاه  ،قطارها، اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد

اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد، قبل از ابتدای بازه افق شرعی باشد، آنگاه قطارهای قبلی در  به مقصد می رسند.انتهای افق شرعی 
به یا  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبا مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه قصد می رسند. توالی اعزام نیز زودتر از زمان ابتدای افق شرعی به م

 عبارتیبه . کردافق شرعی، مقدار این دسته از متغیرها را برای سایر قطارهای موجود در توالی اعزام، تعیین  هایبازهشرایط توقف در  دلیل
برابر صفر خواهد بود که همین وضعیت  psام باشد، متغیرpام در توالی اعزام، از مبدا، بعد از زمان افق شرعی sاگر زمان اعزام قطار 

ام از مبدا قبل از sهمچنین اگر زمان اعزام قطار در توالی . (31)نامساوی  برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود
برابر یک خواهد بود که در این حالت همین وضعیت برای تمام قطارهای قبلی در توالی  psام باشد، متغیرpزمان افق شرعی نماز 

 . (31)نامساوی  اعزام، برقرار خواهد بود
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑠𝑠+1      (31) 
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑠𝑠 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1

𝑘𝑘=1        (31) 

ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی نماز sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر  توانمیمشابه این محدودیتها را 
. اگر (32)نامساوی  برای تمام قطارهای قبلی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود نیز وضعیت و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

برابر یک خواهد بود که در این حالت همین  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی نماز sزمان رسیدن قطار در توالی 
 .(33)نامساوی  بود وضعیت برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑠𝑠 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1
𝑘𝑘=1        (32) 

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛
𝑘𝑘=𝑠𝑠+1       (33) 

 

 افق شرعی برای هر قطار هایبازهتعیین شرایط توقف در 4-4
برای هر  مختلف افق شرعی هایبازهشرایط توقف در روابطی بین  توانمی، ایستگاههاافق شرعی در  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 

، مقدار این دسته از متغیرها را 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبعد از مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه .آورد به دستدر توالی اعزام،  قطار
ام باشد، pام از مبدا بعد از زمان افق شرعی نماز sاگر زمان اعزام قطار در توالی  به دلیل. کردافق شرعی نیز تعیین  هایبازهبرای سایر 

اگر .(34)نامساوی  افق شرعی قبلی برقرار خواهد بود هایبازهوضعیت برای این قطار در  مشابه اینبرابر صفر خواهد بود که  psمتغیر
افق  هایبازهدر وضعیت  اینبرابر یک خواهد بود که  psام باشد، متغیرpام از مبدا قبل از زمان افق شرعی sزمان اعزام قطار در توالی 

 .(35)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی  شرعی
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝑝𝑝 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1

𝑘𝑘=1        (34) 
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (35) 

)30(
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(21)∑ 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑘𝑘,𝑠𝑠 ≤ 1 −𝑖𝑖
𝑘𝑘=2 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1. 

 
 مختلفافق شرعی هایبازهالگوی الزام شدن یک قطار برای توقف در 4-0

به افق شرعی  هایبازهالگویی برای متغیر مربوط به الزام توقف قطارها در  توانمیزمانی افق شرعی،  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 
ام نیز ملزم به p+1ام باشد، آنگاه این قطار در افق شرعی p+2ام و pآورد. در واقع اگر یک قطار ملزم به توقف در بازه افق شرعی  دست

 .شودمیعددصحیح اضافه  ریزیبرنامه( به مدل 23این شرط نیز بشکل نامساوی ). استتوقف 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+2,𝑠𝑠 − 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+1,𝑠𝑠 ≤ 1,         ∀𝑠𝑠, 1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 2.     (23) 

 
 تعیین الگوی فعال شدن شرایط توقف قطارها در بازه افق شرعی4-9

دتر با توجه به ترتیب اعزام قطارها، اگر یک قطار در توالی اعزام، قبل از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا اعزام شود، قطارهای قبلی نیز زو
یک قطار در توالی اعزام، بعد از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا  شده اند. همچنین اگراز ایستگاه مبدا اعزام از زمان ابتدای افق شرعی 

از ایستگاه مبدا اعزام می شوند.همچنین با توجه به فرض عدم سبقت اعزام شود، قطارهای بعدی نیز دیرتر از زمان ابتدای افق شرعی 
دیرتر از زمان  نیز قطارهای بعدی در توالی اعزامبعد از انتهای بازه افق شرعی باشد، آنگاه  ،قطارها، اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد

اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد، قبل از ابتدای بازه افق شرعی باشد، آنگاه قطارهای قبلی در  به مقصد می رسند.انتهای افق شرعی 
به یا  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبا مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه قصد می رسند. توالی اعزام نیز زودتر از زمان ابتدای افق شرعی به م

 عبارتیبه . کردافق شرعی، مقدار این دسته از متغیرها را برای سایر قطارهای موجود در توالی اعزام، تعیین  هایبازهشرایط توقف در  دلیل
برابر صفر خواهد بود که همین وضعیت  psام باشد، متغیرpام در توالی اعزام، از مبدا، بعد از زمان افق شرعی sاگر زمان اعزام قطار 

ام از مبدا قبل از sهمچنین اگر زمان اعزام قطار در توالی . (31)نامساوی  برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود
برابر یک خواهد بود که در این حالت همین وضعیت برای تمام قطارهای قبلی در توالی  psام باشد، متغیرpزمان افق شرعی نماز 

 . (31)نامساوی  اعزام، برقرار خواهد بود
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑠𝑠+1      (31) 
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑠𝑠 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1

𝑘𝑘=1        (31) 

ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی نماز sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر  توانمیمشابه این محدودیتها را 
. اگر (32)نامساوی  برای تمام قطارهای قبلی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود نیز وضعیت و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

برابر یک خواهد بود که در این حالت همین  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی نماز sزمان رسیدن قطار در توالی 
 .(33)نامساوی  بود وضعیت برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑠𝑠 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1
𝑘𝑘=1        (32) 

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛
𝑘𝑘=𝑠𝑠+1       (33) 

 

 افق شرعی برای هر قطار هایبازهتعیین شرایط توقف در 4-4
برای هر  مختلف افق شرعی هایبازهشرایط توقف در روابطی بین  توانمی، ایستگاههاافق شرعی در  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 

، مقدار این دسته از متغیرها را 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبعد از مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه .آورد به دستدر توالی اعزام،  قطار
ام باشد، pام از مبدا بعد از زمان افق شرعی نماز sاگر زمان اعزام قطار در توالی  به دلیل. کردافق شرعی نیز تعیین  هایبازهبرای سایر 

اگر .(34)نامساوی  افق شرعی قبلی برقرار خواهد بود هایبازهوضعیت برای این قطار در  مشابه اینبرابر صفر خواهد بود که  psمتغیر
افق  هایبازهدر وضعیت  اینبرابر یک خواهد بود که  psام باشد، متغیرpام از مبدا قبل از زمان افق شرعی sزمان اعزام قطار در توالی 

 .(35)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی  شرعی
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝑝𝑝 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1

𝑘𝑘=1        (34) 
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (35) 

)31(

 نوشت. اگر زمان 
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(21)∑ 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑘𝑘,𝑠𝑠 ≤ 1 −𝑖𝑖
𝑘𝑘=2 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1. 

 
 مختلفافق شرعی هایبازهالگوی الزام شدن یک قطار برای توقف در 4-0

به افق شرعی  هایبازهالگویی برای متغیر مربوط به الزام توقف قطارها در  توانمیزمانی افق شرعی،  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 
ام نیز ملزم به p+1ام باشد، آنگاه این قطار در افق شرعی p+2ام و pآورد. در واقع اگر یک قطار ملزم به توقف در بازه افق شرعی  دست

 .شودمیعددصحیح اضافه  ریزیبرنامه( به مدل 23این شرط نیز بشکل نامساوی ). استتوقف 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+2,𝑠𝑠 − 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+1,𝑠𝑠 ≤ 1,         ∀𝑠𝑠, 1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 2.     (23) 
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دتر با توجه به ترتیب اعزام قطارها، اگر یک قطار در توالی اعزام، قبل از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا اعزام شود، قطارهای قبلی نیز زو
یک قطار در توالی اعزام، بعد از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا  شده اند. همچنین اگراز ایستگاه مبدا اعزام از زمان ابتدای افق شرعی 

از ایستگاه مبدا اعزام می شوند.همچنین با توجه به فرض عدم سبقت اعزام شود، قطارهای بعدی نیز دیرتر از زمان ابتدای افق شرعی 
دیرتر از زمان  نیز قطارهای بعدی در توالی اعزامبعد از انتهای بازه افق شرعی باشد، آنگاه  ،قطارها، اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد

اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد، قبل از ابتدای بازه افق شرعی باشد، آنگاه قطارهای قبلی در  به مقصد می رسند.انتهای افق شرعی 
به یا  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبا مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه قصد می رسند. توالی اعزام نیز زودتر از زمان ابتدای افق شرعی به م

 عبارتیبه . کردافق شرعی، مقدار این دسته از متغیرها را برای سایر قطارهای موجود در توالی اعزام، تعیین  هایبازهشرایط توقف در  دلیل
برابر صفر خواهد بود که همین وضعیت  psام باشد، متغیرpام در توالی اعزام، از مبدا، بعد از زمان افق شرعی sاگر زمان اعزام قطار 

ام از مبدا قبل از sهمچنین اگر زمان اعزام قطار در توالی . (31)نامساوی  برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود
برابر یک خواهد بود که در این حالت همین وضعیت برای تمام قطارهای قبلی در توالی  psام باشد، متغیرpزمان افق شرعی نماز 

 . (31)نامساوی  اعزام، برقرار خواهد بود
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑠𝑠+1      (31) 
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑠𝑠 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1

𝑘𝑘=1        (31) 

ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی نماز sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر  توانمیمشابه این محدودیتها را 
. اگر (32)نامساوی  برای تمام قطارهای قبلی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود نیز وضعیت و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

برابر یک خواهد بود که در این حالت همین  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی نماز sزمان رسیدن قطار در توالی 
 .(33)نامساوی  بود وضعیت برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑠𝑠 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1
𝑘𝑘=1        (32) 

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛
𝑘𝑘=𝑠𝑠+1       (33) 

 

 افق شرعی برای هر قطار هایبازهتعیین شرایط توقف در 4-4
برای هر  مختلف افق شرعی هایبازهشرایط توقف در روابطی بین  توانمی، ایستگاههاافق شرعی در  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 

، مقدار این دسته از متغیرها را 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبعد از مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه .آورد به دستدر توالی اعزام،  قطار
ام باشد، pام از مبدا بعد از زمان افق شرعی نماز sاگر زمان اعزام قطار در توالی  به دلیل. کردافق شرعی نیز تعیین  هایبازهبرای سایر 

اگر .(34)نامساوی  افق شرعی قبلی برقرار خواهد بود هایبازهوضعیت برای این قطار در  مشابه اینبرابر صفر خواهد بود که  psمتغیر
افق  هایبازهدر وضعیت  اینبرابر یک خواهد بود که  psام باشد، متغیرpام از مبدا قبل از زمان افق شرعی sزمان اعزام قطار در توالی 

 .(35)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی  شرعی
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝑝𝑝 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1

𝑘𝑘=1        (34) 
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (35) 

مشابه این محدودیتها را می‌توان برای متغیر 

رسیدن قطار در توالی sام به مقصد قبل از زمان افق شرعی نماز pام 

 برابر صفر خواهد بود و این وضعیت نیز برای تمام 
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(21)∑ 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑘𝑘,𝑠𝑠 ≤ 1 −𝑖𝑖
𝑘𝑘=2 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1. 

 
 مختلفافق شرعی هایبازهالگوی الزام شدن یک قطار برای توقف در 4-0

به افق شرعی  هایبازهالگویی برای متغیر مربوط به الزام توقف قطارها در  توانمیزمانی افق شرعی،  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 
ام نیز ملزم به p+1ام باشد، آنگاه این قطار در افق شرعی p+2ام و pآورد. در واقع اگر یک قطار ملزم به توقف در بازه افق شرعی  دست

 .شودمیعددصحیح اضافه  ریزیبرنامه( به مدل 23این شرط نیز بشکل نامساوی ). استتوقف 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+2,𝑠𝑠 − 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+1,𝑠𝑠 ≤ 1,         ∀𝑠𝑠, 1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 2.     (23) 

 
 تعیین الگوی فعال شدن شرایط توقف قطارها در بازه افق شرعی4-9

دتر با توجه به ترتیب اعزام قطارها، اگر یک قطار در توالی اعزام، قبل از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا اعزام شود، قطارهای قبلی نیز زو
یک قطار در توالی اعزام، بعد از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا  شده اند. همچنین اگراز ایستگاه مبدا اعزام از زمان ابتدای افق شرعی 

از ایستگاه مبدا اعزام می شوند.همچنین با توجه به فرض عدم سبقت اعزام شود، قطارهای بعدی نیز دیرتر از زمان ابتدای افق شرعی 
دیرتر از زمان  نیز قطارهای بعدی در توالی اعزامبعد از انتهای بازه افق شرعی باشد، آنگاه  ،قطارها، اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد

اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد، قبل از ابتدای بازه افق شرعی باشد، آنگاه قطارهای قبلی در  به مقصد می رسند.انتهای افق شرعی 
به یا  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبا مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه قصد می رسند. توالی اعزام نیز زودتر از زمان ابتدای افق شرعی به م

 عبارتیبه . کردافق شرعی، مقدار این دسته از متغیرها را برای سایر قطارهای موجود در توالی اعزام، تعیین  هایبازهشرایط توقف در  دلیل
برابر صفر خواهد بود که همین وضعیت  psام باشد، متغیرpام در توالی اعزام، از مبدا، بعد از زمان افق شرعی sاگر زمان اعزام قطار 

ام از مبدا قبل از sهمچنین اگر زمان اعزام قطار در توالی . (31)نامساوی  برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود
برابر یک خواهد بود که در این حالت همین وضعیت برای تمام قطارهای قبلی در توالی  psام باشد، متغیرpزمان افق شرعی نماز 

 . (31)نامساوی  اعزام، برقرار خواهد بود
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑠𝑠+1      (31) 
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑠𝑠 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1

𝑘𝑘=1        (31) 

ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی نماز sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر  توانمیمشابه این محدودیتها را 
. اگر (32)نامساوی  برای تمام قطارهای قبلی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود نیز وضعیت و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

برابر یک خواهد بود که در این حالت همین  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی نماز sزمان رسیدن قطار در توالی 
 .(33)نامساوی  بود وضعیت برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑠𝑠 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1
𝑘𝑘=1        (32) 

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛
𝑘𝑘=𝑠𝑠+1       (33) 

 

 افق شرعی برای هر قطار هایبازهتعیین شرایط توقف در 4-4
برای هر  مختلف افق شرعی هایبازهشرایط توقف در روابطی بین  توانمی، ایستگاههاافق شرعی در  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 

، مقدار این دسته از متغیرها را 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبعد از مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه .آورد به دستدر توالی اعزام،  قطار
ام باشد، pام از مبدا بعد از زمان افق شرعی نماز sاگر زمان اعزام قطار در توالی  به دلیل. کردافق شرعی نیز تعیین  هایبازهبرای سایر 

اگر .(34)نامساوی  افق شرعی قبلی برقرار خواهد بود هایبازهوضعیت برای این قطار در  مشابه اینبرابر صفر خواهد بود که  psمتغیر
افق  هایبازهدر وضعیت  اینبرابر یک خواهد بود که  psام باشد، متغیرpام از مبدا قبل از زمان افق شرعی sزمان اعزام قطار در توالی 

 .(35)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی  شرعی
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝑝𝑝 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1

𝑘𝑘=1        (34) 
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (35) 

باشد، متغیر 

قطارهای قبلی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود )نامساوی 32(. اگر 

زمان رسیدن قطار در توالی sام به مقصد بعد از زمان افق شرعی نماز 

 برابر یک خواهد بود که در این حالت همین 
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(21)∑ 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑘𝑘,𝑠𝑠 ≤ 1 −𝑖𝑖
𝑘𝑘=2 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1. 

 
 مختلفافق شرعی هایبازهالگوی الزام شدن یک قطار برای توقف در 4-0

به افق شرعی  هایبازهالگویی برای متغیر مربوط به الزام توقف قطارها در  توانمیزمانی افق شرعی،  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 
ام نیز ملزم به p+1ام باشد، آنگاه این قطار در افق شرعی p+2ام و pآورد. در واقع اگر یک قطار ملزم به توقف در بازه افق شرعی  دست

 .شودمیعددصحیح اضافه  ریزیبرنامه( به مدل 23این شرط نیز بشکل نامساوی ). استتوقف 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+2,𝑠𝑠 − 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+1,𝑠𝑠 ≤ 1,         ∀𝑠𝑠, 1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 2.     (23) 

 
 تعیین الگوی فعال شدن شرایط توقف قطارها در بازه افق شرعی4-9

دتر با توجه به ترتیب اعزام قطارها، اگر یک قطار در توالی اعزام، قبل از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا اعزام شود، قطارهای قبلی نیز زو
یک قطار در توالی اعزام، بعد از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا  شده اند. همچنین اگراز ایستگاه مبدا اعزام از زمان ابتدای افق شرعی 

از ایستگاه مبدا اعزام می شوند.همچنین با توجه به فرض عدم سبقت اعزام شود، قطارهای بعدی نیز دیرتر از زمان ابتدای افق شرعی 
دیرتر از زمان  نیز قطارهای بعدی در توالی اعزامبعد از انتهای بازه افق شرعی باشد، آنگاه  ،قطارها، اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد

اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد، قبل از ابتدای بازه افق شرعی باشد، آنگاه قطارهای قبلی در  به مقصد می رسند.انتهای افق شرعی 
به یا  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبا مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه قصد می رسند. توالی اعزام نیز زودتر از زمان ابتدای افق شرعی به م

 عبارتیبه . کردافق شرعی، مقدار این دسته از متغیرها را برای سایر قطارهای موجود در توالی اعزام، تعیین  هایبازهشرایط توقف در  دلیل
برابر صفر خواهد بود که همین وضعیت  psام باشد، متغیرpام در توالی اعزام، از مبدا، بعد از زمان افق شرعی sاگر زمان اعزام قطار 

ام از مبدا قبل از sهمچنین اگر زمان اعزام قطار در توالی . (31)نامساوی  برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود
برابر یک خواهد بود که در این حالت همین وضعیت برای تمام قطارهای قبلی در توالی  psام باشد، متغیرpزمان افق شرعی نماز 

 . (31)نامساوی  اعزام، برقرار خواهد بود
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑠𝑠+1      (31) 
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑠𝑠 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1

𝑘𝑘=1        (31) 

ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی نماز sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر  توانمیمشابه این محدودیتها را 
. اگر (32)نامساوی  برای تمام قطارهای قبلی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود نیز وضعیت و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

برابر یک خواهد بود که در این حالت همین  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی نماز sزمان رسیدن قطار در توالی 
 .(33)نامساوی  بود وضعیت برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑠𝑠 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1
𝑘𝑘=1        (32) 

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛
𝑘𝑘=𝑠𝑠+1       (33) 

 

 افق شرعی برای هر قطار هایبازهتعیین شرایط توقف در 4-4
برای هر  مختلف افق شرعی هایبازهشرایط توقف در روابطی بین  توانمی، ایستگاههاافق شرعی در  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 

، مقدار این دسته از متغیرها را 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبعد از مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه .آورد به دستدر توالی اعزام،  قطار
ام باشد، pام از مبدا بعد از زمان افق شرعی نماز sاگر زمان اعزام قطار در توالی  به دلیل. کردافق شرعی نیز تعیین  هایبازهبرای سایر 

اگر .(34)نامساوی  افق شرعی قبلی برقرار خواهد بود هایبازهوضعیت برای این قطار در  مشابه اینبرابر صفر خواهد بود که  psمتغیر
افق  هایبازهدر وضعیت  اینبرابر یک خواهد بود که  psام باشد، متغیرpام از مبدا قبل از زمان افق شرعی sزمان اعزام قطار در توالی 

 .(35)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی  شرعی
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝑝𝑝 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1

𝑘𝑘=1        (34) 
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (35) 

pام باشد، متغیر 

برقرار خواهد  اعزام،  توالی  بعدی در  قطارهای  تمام  برای  وضعیت 

بود )نامساوی 33(.
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(21)∑ 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑘𝑘,𝑠𝑠 ≤ 1 −𝑖𝑖
𝑘𝑘=2 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1. 

 
 مختلفافق شرعی هایبازهالگوی الزام شدن یک قطار برای توقف در 4-0

به افق شرعی  هایبازهالگویی برای متغیر مربوط به الزام توقف قطارها در  توانمیزمانی افق شرعی،  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 
ام نیز ملزم به p+1ام باشد، آنگاه این قطار در افق شرعی p+2ام و pآورد. در واقع اگر یک قطار ملزم به توقف در بازه افق شرعی  دست

 .شودمیعددصحیح اضافه  ریزیبرنامه( به مدل 23این شرط نیز بشکل نامساوی ). استتوقف 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+2,𝑠𝑠 − 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+1,𝑠𝑠 ≤ 1,         ∀𝑠𝑠, 1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 2.     (23) 

 
 تعیین الگوی فعال شدن شرایط توقف قطارها در بازه افق شرعی4-9

دتر با توجه به ترتیب اعزام قطارها، اگر یک قطار در توالی اعزام، قبل از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا اعزام شود، قطارهای قبلی نیز زو
یک قطار در توالی اعزام، بعد از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا  شده اند. همچنین اگراز ایستگاه مبدا اعزام از زمان ابتدای افق شرعی 

از ایستگاه مبدا اعزام می شوند.همچنین با توجه به فرض عدم سبقت اعزام شود، قطارهای بعدی نیز دیرتر از زمان ابتدای افق شرعی 
دیرتر از زمان  نیز قطارهای بعدی در توالی اعزامبعد از انتهای بازه افق شرعی باشد، آنگاه  ،قطارها، اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد

اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد، قبل از ابتدای بازه افق شرعی باشد، آنگاه قطارهای قبلی در  به مقصد می رسند.انتهای افق شرعی 
به یا  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبا مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه قصد می رسند. توالی اعزام نیز زودتر از زمان ابتدای افق شرعی به م

 عبارتیبه . کردافق شرعی، مقدار این دسته از متغیرها را برای سایر قطارهای موجود در توالی اعزام، تعیین  هایبازهشرایط توقف در  دلیل
برابر صفر خواهد بود که همین وضعیت  psام باشد، متغیرpام در توالی اعزام، از مبدا، بعد از زمان افق شرعی sاگر زمان اعزام قطار 

ام از مبدا قبل از sهمچنین اگر زمان اعزام قطار در توالی . (31)نامساوی  برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود
برابر یک خواهد بود که در این حالت همین وضعیت برای تمام قطارهای قبلی در توالی  psام باشد، متغیرpزمان افق شرعی نماز 

 . (31)نامساوی  اعزام، برقرار خواهد بود
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑠𝑠+1      (31) 
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑠𝑠 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1

𝑘𝑘=1        (31) 

ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی نماز sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر  توانمیمشابه این محدودیتها را 
. اگر (32)نامساوی  برای تمام قطارهای قبلی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود نیز وضعیت و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

برابر یک خواهد بود که در این حالت همین  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی نماز sزمان رسیدن قطار در توالی 
 .(33)نامساوی  بود وضعیت برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑠𝑠 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1
𝑘𝑘=1        (32) 

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛
𝑘𝑘=𝑠𝑠+1       (33) 

 

 افق شرعی برای هر قطار هایبازهتعیین شرایط توقف در 4-4
برای هر  مختلف افق شرعی هایبازهشرایط توقف در روابطی بین  توانمی، ایستگاههاافق شرعی در  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 

، مقدار این دسته از متغیرها را 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبعد از مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه .آورد به دستدر توالی اعزام،  قطار
ام باشد، pام از مبدا بعد از زمان افق شرعی نماز sاگر زمان اعزام قطار در توالی  به دلیل. کردافق شرعی نیز تعیین  هایبازهبرای سایر 

اگر .(34)نامساوی  افق شرعی قبلی برقرار خواهد بود هایبازهوضعیت برای این قطار در  مشابه اینبرابر صفر خواهد بود که  psمتغیر
افق  هایبازهدر وضعیت  اینبرابر یک خواهد بود که  psام باشد، متغیرpام از مبدا قبل از زمان افق شرعی sزمان اعزام قطار در توالی 

 .(35)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی  شرعی
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝑝𝑝 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1

𝑘𝑘=1        (34) 
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (35) 

         )32(
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(21)∑ 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑘𝑘,𝑠𝑠 ≤ 1 −𝑖𝑖
𝑘𝑘=2 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1. 

 
 مختلفافق شرعی هایبازهالگوی الزام شدن یک قطار برای توقف در 4-0

به افق شرعی  هایبازهالگویی برای متغیر مربوط به الزام توقف قطارها در  توانمیزمانی افق شرعی،  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 
ام نیز ملزم به p+1ام باشد، آنگاه این قطار در افق شرعی p+2ام و pآورد. در واقع اگر یک قطار ملزم به توقف در بازه افق شرعی  دست

 .شودمیعددصحیح اضافه  ریزیبرنامه( به مدل 23این شرط نیز بشکل نامساوی ). استتوقف 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+2,𝑠𝑠 − 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+1,𝑠𝑠 ≤ 1,         ∀𝑠𝑠, 1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 2.     (23) 

 
 تعیین الگوی فعال شدن شرایط توقف قطارها در بازه افق شرعی4-9

دتر با توجه به ترتیب اعزام قطارها، اگر یک قطار در توالی اعزام، قبل از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا اعزام شود، قطارهای قبلی نیز زو
یک قطار در توالی اعزام، بعد از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا  شده اند. همچنین اگراز ایستگاه مبدا اعزام از زمان ابتدای افق شرعی 

از ایستگاه مبدا اعزام می شوند.همچنین با توجه به فرض عدم سبقت اعزام شود، قطارهای بعدی نیز دیرتر از زمان ابتدای افق شرعی 
دیرتر از زمان  نیز قطارهای بعدی در توالی اعزامبعد از انتهای بازه افق شرعی باشد، آنگاه  ،قطارها، اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد

اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد، قبل از ابتدای بازه افق شرعی باشد، آنگاه قطارهای قبلی در  به مقصد می رسند.انتهای افق شرعی 
به یا  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبا مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه قصد می رسند. توالی اعزام نیز زودتر از زمان ابتدای افق شرعی به م

 عبارتیبه . کردافق شرعی، مقدار این دسته از متغیرها را برای سایر قطارهای موجود در توالی اعزام، تعیین  هایبازهشرایط توقف در  دلیل
برابر صفر خواهد بود که همین وضعیت  psام باشد، متغیرpام در توالی اعزام، از مبدا، بعد از زمان افق شرعی sاگر زمان اعزام قطار 

ام از مبدا قبل از sهمچنین اگر زمان اعزام قطار در توالی . (31)نامساوی  برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود
برابر یک خواهد بود که در این حالت همین وضعیت برای تمام قطارهای قبلی در توالی  psام باشد، متغیرpزمان افق شرعی نماز 

 . (31)نامساوی  اعزام، برقرار خواهد بود
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑠𝑠+1      (31) 
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑠𝑠 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1

𝑘𝑘=1        (31) 

ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی نماز sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر  توانمیمشابه این محدودیتها را 
. اگر (32)نامساوی  برای تمام قطارهای قبلی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود نیز وضعیت و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

برابر یک خواهد بود که در این حالت همین  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی نماز sزمان رسیدن قطار در توالی 
 .(33)نامساوی  بود وضعیت برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑠𝑠 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1
𝑘𝑘=1        (32) 

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛
𝑘𝑘=𝑠𝑠+1       (33) 

 

 افق شرعی برای هر قطار هایبازهتعیین شرایط توقف در 4-4
برای هر  مختلف افق شرعی هایبازهشرایط توقف در روابطی بین  توانمی، ایستگاههاافق شرعی در  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 

، مقدار این دسته از متغیرها را 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبعد از مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه .آورد به دستدر توالی اعزام،  قطار
ام باشد، pام از مبدا بعد از زمان افق شرعی نماز sاگر زمان اعزام قطار در توالی  به دلیل. کردافق شرعی نیز تعیین  هایبازهبرای سایر 

اگر .(34)نامساوی  افق شرعی قبلی برقرار خواهد بود هایبازهوضعیت برای این قطار در  مشابه اینبرابر صفر خواهد بود که  psمتغیر
افق  هایبازهدر وضعیت  اینبرابر یک خواهد بود که  psام باشد، متغیرpام از مبدا قبل از زمان افق شرعی sزمان اعزام قطار در توالی 

 .(35)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی  شرعی
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝑝𝑝 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1

𝑘𝑘=1        (34) 
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (35) 

)33(

4-4  تعیین شرایط توقف در بازه‌های افق شرعی برای هر 

قطار

ایستگاهها،  در  شرعی  افق  بازه‌های  بین  اشتراک  عدم  به  توجه  با 

می‌توان روابطی بین شرایط توقف در بازه‌های افق شرعی مختلف 

برای هر قطار در توالی اعزام، به دست آورد. در نتیجه می‌توان بعد 

، مقدار این دسته از 
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(21)∑ 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑘𝑘,𝑠𝑠 ≤ 1 −𝑖𝑖
𝑘𝑘=2 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1. 

 
 مختلفافق شرعی هایبازهالگوی الزام شدن یک قطار برای توقف در 4-0

به افق شرعی  هایبازهالگویی برای متغیر مربوط به الزام توقف قطارها در  توانمیزمانی افق شرعی،  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 
ام نیز ملزم به p+1ام باشد، آنگاه این قطار در افق شرعی p+2ام و pآورد. در واقع اگر یک قطار ملزم به توقف در بازه افق شرعی  دست

 .شودمیعددصحیح اضافه  ریزیبرنامه( به مدل 23این شرط نیز بشکل نامساوی ). استتوقف 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+2,𝑠𝑠 − 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+1,𝑠𝑠 ≤ 1,         ∀𝑠𝑠, 1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 2.     (23) 

 
 تعیین الگوی فعال شدن شرایط توقف قطارها در بازه افق شرعی4-9

دتر با توجه به ترتیب اعزام قطارها، اگر یک قطار در توالی اعزام، قبل از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا اعزام شود، قطارهای قبلی نیز زو
یک قطار در توالی اعزام، بعد از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا  شده اند. همچنین اگراز ایستگاه مبدا اعزام از زمان ابتدای افق شرعی 

از ایستگاه مبدا اعزام می شوند.همچنین با توجه به فرض عدم سبقت اعزام شود، قطارهای بعدی نیز دیرتر از زمان ابتدای افق شرعی 
دیرتر از زمان  نیز قطارهای بعدی در توالی اعزامبعد از انتهای بازه افق شرعی باشد، آنگاه  ،قطارها، اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد

اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد، قبل از ابتدای بازه افق شرعی باشد، آنگاه قطارهای قبلی در  به مقصد می رسند.انتهای افق شرعی 
به یا  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبا مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه قصد می رسند. توالی اعزام نیز زودتر از زمان ابتدای افق شرعی به م

 عبارتیبه . کردافق شرعی، مقدار این دسته از متغیرها را برای سایر قطارهای موجود در توالی اعزام، تعیین  هایبازهشرایط توقف در  دلیل
برابر صفر خواهد بود که همین وضعیت  psام باشد، متغیرpام در توالی اعزام، از مبدا، بعد از زمان افق شرعی sاگر زمان اعزام قطار 

ام از مبدا قبل از sهمچنین اگر زمان اعزام قطار در توالی . (31)نامساوی  برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود
برابر یک خواهد بود که در این حالت همین وضعیت برای تمام قطارهای قبلی در توالی  psام باشد، متغیرpزمان افق شرعی نماز 

 . (31)نامساوی  اعزام، برقرار خواهد بود
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑠𝑠+1      (31) 
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑠𝑠 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1

𝑘𝑘=1        (31) 

ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی نماز sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر  توانمیمشابه این محدودیتها را 
. اگر (32)نامساوی  برای تمام قطارهای قبلی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود نیز وضعیت و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

برابر یک خواهد بود که در این حالت همین  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی نماز sزمان رسیدن قطار در توالی 
 .(33)نامساوی  بود وضعیت برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑠𝑠 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1
𝑘𝑘=1        (32) 

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛
𝑘𝑘=𝑠𝑠+1       (33) 

 

 افق شرعی برای هر قطار هایبازهتعیین شرایط توقف در 4-4
برای هر  مختلف افق شرعی هایبازهشرایط توقف در روابطی بین  توانمی، ایستگاههاافق شرعی در  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 

، مقدار این دسته از متغیرها را 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبعد از مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه .آورد به دستدر توالی اعزام،  قطار
ام باشد، pام از مبدا بعد از زمان افق شرعی نماز sاگر زمان اعزام قطار در توالی  به دلیل. کردافق شرعی نیز تعیین  هایبازهبرای سایر 

اگر .(34)نامساوی  افق شرعی قبلی برقرار خواهد بود هایبازهوضعیت برای این قطار در  مشابه اینبرابر صفر خواهد بود که  psمتغیر
افق  هایبازهدر وضعیت  اینبرابر یک خواهد بود که  psام باشد، متغیرpام از مبدا قبل از زمان افق شرعی sزمان اعزام قطار در توالی 

 .(35)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی  شرعی
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝑝𝑝 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1

𝑘𝑘=1        (34) 
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (35) 

 و 
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(21)∑ 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑘𝑘,𝑠𝑠 ≤ 1 −𝑖𝑖
𝑘𝑘=2 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1. 

 
 مختلفافق شرعی هایبازهالگوی الزام شدن یک قطار برای توقف در 4-0

به افق شرعی  هایبازهالگویی برای متغیر مربوط به الزام توقف قطارها در  توانمیزمانی افق شرعی،  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 
ام نیز ملزم به p+1ام باشد، آنگاه این قطار در افق شرعی p+2ام و pآورد. در واقع اگر یک قطار ملزم به توقف در بازه افق شرعی  دست

 .شودمیعددصحیح اضافه  ریزیبرنامه( به مدل 23این شرط نیز بشکل نامساوی ). استتوقف 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+2,𝑠𝑠 − 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+1,𝑠𝑠 ≤ 1,         ∀𝑠𝑠, 1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 2.     (23) 

 
 تعیین الگوی فعال شدن شرایط توقف قطارها در بازه افق شرعی4-9

دتر با توجه به ترتیب اعزام قطارها، اگر یک قطار در توالی اعزام، قبل از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا اعزام شود، قطارهای قبلی نیز زو
یک قطار در توالی اعزام، بعد از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا  شده اند. همچنین اگراز ایستگاه مبدا اعزام از زمان ابتدای افق شرعی 

از ایستگاه مبدا اعزام می شوند.همچنین با توجه به فرض عدم سبقت اعزام شود، قطارهای بعدی نیز دیرتر از زمان ابتدای افق شرعی 
دیرتر از زمان  نیز قطارهای بعدی در توالی اعزامبعد از انتهای بازه افق شرعی باشد، آنگاه  ،قطارها، اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد

اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد، قبل از ابتدای بازه افق شرعی باشد، آنگاه قطارهای قبلی در  به مقصد می رسند.انتهای افق شرعی 
به یا  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبا مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه قصد می رسند. توالی اعزام نیز زودتر از زمان ابتدای افق شرعی به م

 عبارتیبه . کردافق شرعی، مقدار این دسته از متغیرها را برای سایر قطارهای موجود در توالی اعزام، تعیین  هایبازهشرایط توقف در  دلیل
برابر صفر خواهد بود که همین وضعیت  psام باشد، متغیرpام در توالی اعزام، از مبدا، بعد از زمان افق شرعی sاگر زمان اعزام قطار 

ام از مبدا قبل از sهمچنین اگر زمان اعزام قطار در توالی . (31)نامساوی  برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود
برابر یک خواهد بود که در این حالت همین وضعیت برای تمام قطارهای قبلی در توالی  psام باشد، متغیرpزمان افق شرعی نماز 

 . (31)نامساوی  اعزام، برقرار خواهد بود
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑠𝑠+1      (31) 
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑠𝑠 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1

𝑘𝑘=1        (31) 

ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی نماز sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر  توانمیمشابه این محدودیتها را 
. اگر (32)نامساوی  برای تمام قطارهای قبلی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود نیز وضعیت و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

برابر یک خواهد بود که در این حالت همین  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی نماز sزمان رسیدن قطار در توالی 
 .(33)نامساوی  بود وضعیت برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑠𝑠 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1
𝑘𝑘=1        (32) 

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛
𝑘𝑘=𝑠𝑠+1       (33) 

 

 افق شرعی برای هر قطار هایبازهتعیین شرایط توقف در 4-4
برای هر  مختلف افق شرعی هایبازهشرایط توقف در روابطی بین  توانمی، ایستگاههاافق شرعی در  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 

، مقدار این دسته از متغیرها را 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبعد از مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه .آورد به دستدر توالی اعزام،  قطار
ام باشد، pام از مبدا بعد از زمان افق شرعی نماز sاگر زمان اعزام قطار در توالی  به دلیل. کردافق شرعی نیز تعیین  هایبازهبرای سایر 

اگر .(34)نامساوی  افق شرعی قبلی برقرار خواهد بود هایبازهوضعیت برای این قطار در  مشابه اینبرابر صفر خواهد بود که  psمتغیر
افق  هایبازهدر وضعیت  اینبرابر یک خواهد بود که  psام باشد، متغیرpام از مبدا قبل از زمان افق شرعی sزمان اعزام قطار در توالی 

 .(35)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی  شرعی
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝑝𝑝 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1

𝑘𝑘=1        (34) 
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (35) 

از مشخص شدن مقدار متغیرهای 

متغیرها را برای سایر بازه‌های افق شرعی نیز تعیین کرد. به دلیل اگر 

زمان اعزام قطار در توالی sام از مبدا بعد از زمان افق شرعی نماز pام 

 برابر صفر خواهد بود که مشابه این وضعیت برای 
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(21)∑ 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑘𝑘,𝑠𝑠 ≤ 1 −𝑖𝑖
𝑘𝑘=2 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1. 

 
 مختلفافق شرعی هایبازهالگوی الزام شدن یک قطار برای توقف در 4-0

به افق شرعی  هایبازهالگویی برای متغیر مربوط به الزام توقف قطارها در  توانمیزمانی افق شرعی،  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 
ام نیز ملزم به p+1ام باشد، آنگاه این قطار در افق شرعی p+2ام و pآورد. در واقع اگر یک قطار ملزم به توقف در بازه افق شرعی  دست

 .شودمیعددصحیح اضافه  ریزیبرنامه( به مدل 23این شرط نیز بشکل نامساوی ). استتوقف 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+2,𝑠𝑠 − 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+1,𝑠𝑠 ≤ 1,         ∀𝑠𝑠, 1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 2.     (23) 

 
 تعیین الگوی فعال شدن شرایط توقف قطارها در بازه افق شرعی4-9

دتر با توجه به ترتیب اعزام قطارها، اگر یک قطار در توالی اعزام، قبل از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا اعزام شود، قطارهای قبلی نیز زو
یک قطار در توالی اعزام، بعد از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا  شده اند. همچنین اگراز ایستگاه مبدا اعزام از زمان ابتدای افق شرعی 

از ایستگاه مبدا اعزام می شوند.همچنین با توجه به فرض عدم سبقت اعزام شود، قطارهای بعدی نیز دیرتر از زمان ابتدای افق شرعی 
دیرتر از زمان  نیز قطارهای بعدی در توالی اعزامبعد از انتهای بازه افق شرعی باشد، آنگاه  ،قطارها، اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد

اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد، قبل از ابتدای بازه افق شرعی باشد، آنگاه قطارهای قبلی در  به مقصد می رسند.انتهای افق شرعی 
به یا  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبا مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه قصد می رسند. توالی اعزام نیز زودتر از زمان ابتدای افق شرعی به م

 عبارتیبه . کردافق شرعی، مقدار این دسته از متغیرها را برای سایر قطارهای موجود در توالی اعزام، تعیین  هایبازهشرایط توقف در  دلیل
برابر صفر خواهد بود که همین وضعیت  psام باشد، متغیرpام در توالی اعزام، از مبدا، بعد از زمان افق شرعی sاگر زمان اعزام قطار 

ام از مبدا قبل از sهمچنین اگر زمان اعزام قطار در توالی . (31)نامساوی  برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود
برابر یک خواهد بود که در این حالت همین وضعیت برای تمام قطارهای قبلی در توالی  psام باشد، متغیرpزمان افق شرعی نماز 

 . (31)نامساوی  اعزام، برقرار خواهد بود
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑠𝑠+1      (31) 
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑠𝑠 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1

𝑘𝑘=1        (31) 

ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی نماز sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر  توانمیمشابه این محدودیتها را 
. اگر (32)نامساوی  برای تمام قطارهای قبلی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود نیز وضعیت و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

برابر یک خواهد بود که در این حالت همین  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی نماز sزمان رسیدن قطار در توالی 
 .(33)نامساوی  بود وضعیت برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑠𝑠 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1
𝑘𝑘=1        (32) 

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛
𝑘𝑘=𝑠𝑠+1       (33) 

 

 افق شرعی برای هر قطار هایبازهتعیین شرایط توقف در 4-4
برای هر  مختلف افق شرعی هایبازهشرایط توقف در روابطی بین  توانمی، ایستگاههاافق شرعی در  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 

، مقدار این دسته از متغیرها را 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبعد از مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه .آورد به دستدر توالی اعزام،  قطار
ام باشد، pام از مبدا بعد از زمان افق شرعی نماز sاگر زمان اعزام قطار در توالی  به دلیل. کردافق شرعی نیز تعیین  هایبازهبرای سایر 

اگر .(34)نامساوی  افق شرعی قبلی برقرار خواهد بود هایبازهوضعیت برای این قطار در  مشابه اینبرابر صفر خواهد بود که  psمتغیر
افق  هایبازهدر وضعیت  اینبرابر یک خواهد بود که  psام باشد، متغیرpام از مبدا قبل از زمان افق شرعی sزمان اعزام قطار در توالی 

 .(35)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی  شرعی
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝑝𝑝 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1

𝑘𝑘=1        (34) 
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (35) 

باشد، متغیر 

این قطار در بازه‌های افق شرعی قبلی برقرار خواهد بود )نامساوی 

افق  زمان  از  قبل  مبدا  از  sام  توالی  در  قطار  اعزام  زمان  اگر   .)34

 برابر یک خواهد بود که این وضعیت 
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(21)∑ 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑘𝑘,𝑠𝑠 ≤ 1 −𝑖𝑖
𝑘𝑘=2 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1. 

 
 مختلفافق شرعی هایبازهالگوی الزام شدن یک قطار برای توقف در 4-0

به افق شرعی  هایبازهالگویی برای متغیر مربوط به الزام توقف قطارها در  توانمیزمانی افق شرعی،  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 
ام نیز ملزم به p+1ام باشد، آنگاه این قطار در افق شرعی p+2ام و pآورد. در واقع اگر یک قطار ملزم به توقف در بازه افق شرعی  دست

 .شودمیعددصحیح اضافه  ریزیبرنامه( به مدل 23این شرط نیز بشکل نامساوی ). استتوقف 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+2,𝑠𝑠 − 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+1,𝑠𝑠 ≤ 1,         ∀𝑠𝑠, 1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 2.     (23) 

 
 تعیین الگوی فعال شدن شرایط توقف قطارها در بازه افق شرعی4-9

دتر با توجه به ترتیب اعزام قطارها، اگر یک قطار در توالی اعزام، قبل از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا اعزام شود، قطارهای قبلی نیز زو
یک قطار در توالی اعزام، بعد از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا  شده اند. همچنین اگراز ایستگاه مبدا اعزام از زمان ابتدای افق شرعی 

از ایستگاه مبدا اعزام می شوند.همچنین با توجه به فرض عدم سبقت اعزام شود، قطارهای بعدی نیز دیرتر از زمان ابتدای افق شرعی 
دیرتر از زمان  نیز قطارهای بعدی در توالی اعزامبعد از انتهای بازه افق شرعی باشد، آنگاه  ،قطارها، اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد

اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد، قبل از ابتدای بازه افق شرعی باشد، آنگاه قطارهای قبلی در  به مقصد می رسند.انتهای افق شرعی 
به یا  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبا مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه قصد می رسند. توالی اعزام نیز زودتر از زمان ابتدای افق شرعی به م

 عبارتیبه . کردافق شرعی، مقدار این دسته از متغیرها را برای سایر قطارهای موجود در توالی اعزام، تعیین  هایبازهشرایط توقف در  دلیل
برابر صفر خواهد بود که همین وضعیت  psام باشد، متغیرpام در توالی اعزام، از مبدا، بعد از زمان افق شرعی sاگر زمان اعزام قطار 

ام از مبدا قبل از sهمچنین اگر زمان اعزام قطار در توالی . (31)نامساوی  برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود
برابر یک خواهد بود که در این حالت همین وضعیت برای تمام قطارهای قبلی در توالی  psام باشد، متغیرpزمان افق شرعی نماز 

 . (31)نامساوی  اعزام، برقرار خواهد بود
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑠𝑠+1      (31) 
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑠𝑠 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1

𝑘𝑘=1        (31) 

ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی نماز sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر  توانمیمشابه این محدودیتها را 
. اگر (32)نامساوی  برای تمام قطارهای قبلی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود نیز وضعیت و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

برابر یک خواهد بود که در این حالت همین  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی نماز sزمان رسیدن قطار در توالی 
 .(33)نامساوی  بود وضعیت برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑠𝑠 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1
𝑘𝑘=1        (32) 

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛
𝑘𝑘=𝑠𝑠+1       (33) 

 

 افق شرعی برای هر قطار هایبازهتعیین شرایط توقف در 4-4
برای هر  مختلف افق شرعی هایبازهشرایط توقف در روابطی بین  توانمی، ایستگاههاافق شرعی در  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 

، مقدار این دسته از متغیرها را 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبعد از مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه .آورد به دستدر توالی اعزام،  قطار
ام باشد، pام از مبدا بعد از زمان افق شرعی نماز sاگر زمان اعزام قطار در توالی  به دلیل. کردافق شرعی نیز تعیین  هایبازهبرای سایر 

اگر .(34)نامساوی  افق شرعی قبلی برقرار خواهد بود هایبازهوضعیت برای این قطار در  مشابه اینبرابر صفر خواهد بود که  psمتغیر
افق  هایبازهدر وضعیت  اینبرابر یک خواهد بود که  psام باشد، متغیرpام از مبدا قبل از زمان افق شرعی sزمان اعزام قطار در توالی 

 .(35)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی  شرعی
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝑝𝑝 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1

𝑘𝑘=1        (34) 
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (35) 

شرعی pام باشد، متغیر 

در بازه‌های افق شرعی بعدی نیز برای این قطار برقرار خواهد بود 

)نامساوی 35(. 
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(21)∑ 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑘𝑘,𝑠𝑠 ≤ 1 −𝑖𝑖
𝑘𝑘=2 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1. 

 
 مختلفافق شرعی هایبازهالگوی الزام شدن یک قطار برای توقف در 4-0

به افق شرعی  هایبازهالگویی برای متغیر مربوط به الزام توقف قطارها در  توانمیزمانی افق شرعی،  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 
ام نیز ملزم به p+1ام باشد، آنگاه این قطار در افق شرعی p+2ام و pآورد. در واقع اگر یک قطار ملزم به توقف در بازه افق شرعی  دست

 .شودمیعددصحیح اضافه  ریزیبرنامه( به مدل 23این شرط نیز بشکل نامساوی ). استتوقف 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+2,𝑠𝑠 − 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+1,𝑠𝑠 ≤ 1,         ∀𝑠𝑠, 1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 2.     (23) 

 
 تعیین الگوی فعال شدن شرایط توقف قطارها در بازه افق شرعی4-9

دتر با توجه به ترتیب اعزام قطارها، اگر یک قطار در توالی اعزام، قبل از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا اعزام شود، قطارهای قبلی نیز زو
یک قطار در توالی اعزام، بعد از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا  شده اند. همچنین اگراز ایستگاه مبدا اعزام از زمان ابتدای افق شرعی 

از ایستگاه مبدا اعزام می شوند.همچنین با توجه به فرض عدم سبقت اعزام شود، قطارهای بعدی نیز دیرتر از زمان ابتدای افق شرعی 
دیرتر از زمان  نیز قطارهای بعدی در توالی اعزامبعد از انتهای بازه افق شرعی باشد، آنگاه  ،قطارها، اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد

اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد، قبل از ابتدای بازه افق شرعی باشد، آنگاه قطارهای قبلی در  به مقصد می رسند.انتهای افق شرعی 
به یا  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبا مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه قصد می رسند. توالی اعزام نیز زودتر از زمان ابتدای افق شرعی به م

 عبارتیبه . کردافق شرعی، مقدار این دسته از متغیرها را برای سایر قطارهای موجود در توالی اعزام، تعیین  هایبازهشرایط توقف در  دلیل
برابر صفر خواهد بود که همین وضعیت  psام باشد، متغیرpام در توالی اعزام، از مبدا، بعد از زمان افق شرعی sاگر زمان اعزام قطار 

ام از مبدا قبل از sهمچنین اگر زمان اعزام قطار در توالی . (31)نامساوی  برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود
برابر یک خواهد بود که در این حالت همین وضعیت برای تمام قطارهای قبلی در توالی  psام باشد، متغیرpزمان افق شرعی نماز 

 . (31)نامساوی  اعزام، برقرار خواهد بود
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑠𝑠+1      (31) 
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑠𝑠 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1

𝑘𝑘=1        (31) 

ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی نماز sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر  توانمیمشابه این محدودیتها را 
. اگر (32)نامساوی  برای تمام قطارهای قبلی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود نیز وضعیت و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

برابر یک خواهد بود که در این حالت همین  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی نماز sزمان رسیدن قطار در توالی 
 .(33)نامساوی  بود وضعیت برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑠𝑠 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1
𝑘𝑘=1        (32) 

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛
𝑘𝑘=𝑠𝑠+1       (33) 

 

 افق شرعی برای هر قطار هایبازهتعیین شرایط توقف در 4-4
برای هر  مختلف افق شرعی هایبازهشرایط توقف در روابطی بین  توانمی، ایستگاههاافق شرعی در  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 

، مقدار این دسته از متغیرها را 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبعد از مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه .آورد به دستدر توالی اعزام،  قطار
ام باشد، pام از مبدا بعد از زمان افق شرعی نماز sاگر زمان اعزام قطار در توالی  به دلیل. کردافق شرعی نیز تعیین  هایبازهبرای سایر 

اگر .(34)نامساوی  افق شرعی قبلی برقرار خواهد بود هایبازهوضعیت برای این قطار در  مشابه اینبرابر صفر خواهد بود که  psمتغیر
افق  هایبازهدر وضعیت  اینبرابر یک خواهد بود که  psام باشد، متغیرpام از مبدا قبل از زمان افق شرعی sزمان اعزام قطار در توالی 

 .(35)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی  شرعی
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝑝𝑝 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1

𝑘𝑘=1        (34) 
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (35) 

)34(
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(21)∑ 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑘𝑘,𝑠𝑠 ≤ 1 −𝑖𝑖
𝑘𝑘=2 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1. 

 
 مختلفافق شرعی هایبازهالگوی الزام شدن یک قطار برای توقف در 4-0

به افق شرعی  هایبازهالگویی برای متغیر مربوط به الزام توقف قطارها در  توانمیزمانی افق شرعی،  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 
ام نیز ملزم به p+1ام باشد، آنگاه این قطار در افق شرعی p+2ام و pآورد. در واقع اگر یک قطار ملزم به توقف در بازه افق شرعی  دست

 .شودمیعددصحیح اضافه  ریزیبرنامه( به مدل 23این شرط نیز بشکل نامساوی ). استتوقف 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+2,𝑠𝑠 − 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+1,𝑠𝑠 ≤ 1,         ∀𝑠𝑠, 1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 2.     (23) 

 
 تعیین الگوی فعال شدن شرایط توقف قطارها در بازه افق شرعی4-9

دتر با توجه به ترتیب اعزام قطارها، اگر یک قطار در توالی اعزام، قبل از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا اعزام شود، قطارهای قبلی نیز زو
یک قطار در توالی اعزام، بعد از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا  شده اند. همچنین اگراز ایستگاه مبدا اعزام از زمان ابتدای افق شرعی 

از ایستگاه مبدا اعزام می شوند.همچنین با توجه به فرض عدم سبقت اعزام شود، قطارهای بعدی نیز دیرتر از زمان ابتدای افق شرعی 
دیرتر از زمان  نیز قطارهای بعدی در توالی اعزامبعد از انتهای بازه افق شرعی باشد، آنگاه  ،قطارها، اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد

اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد، قبل از ابتدای بازه افق شرعی باشد، آنگاه قطارهای قبلی در  به مقصد می رسند.انتهای افق شرعی 
به یا  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبا مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه قصد می رسند. توالی اعزام نیز زودتر از زمان ابتدای افق شرعی به م

 عبارتیبه . کردافق شرعی، مقدار این دسته از متغیرها را برای سایر قطارهای موجود در توالی اعزام، تعیین  هایبازهشرایط توقف در  دلیل
برابر صفر خواهد بود که همین وضعیت  psام باشد، متغیرpام در توالی اعزام، از مبدا، بعد از زمان افق شرعی sاگر زمان اعزام قطار 

ام از مبدا قبل از sهمچنین اگر زمان اعزام قطار در توالی . (31)نامساوی  برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود
برابر یک خواهد بود که در این حالت همین وضعیت برای تمام قطارهای قبلی در توالی  psام باشد، متغیرpزمان افق شرعی نماز 

 . (31)نامساوی  اعزام، برقرار خواهد بود
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑠𝑠+1      (31) 
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑠𝑠 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1

𝑘𝑘=1        (31) 

ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی نماز sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر  توانمیمشابه این محدودیتها را 
. اگر (32)نامساوی  برای تمام قطارهای قبلی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود نیز وضعیت و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

برابر یک خواهد بود که در این حالت همین  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی نماز sزمان رسیدن قطار در توالی 
 .(33)نامساوی  بود وضعیت برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑠𝑠 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1
𝑘𝑘=1        (32) 

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛
𝑘𝑘=𝑠𝑠+1       (33) 

 

 افق شرعی برای هر قطار هایبازهتعیین شرایط توقف در 4-4
برای هر  مختلف افق شرعی هایبازهشرایط توقف در روابطی بین  توانمی، ایستگاههاافق شرعی در  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 

، مقدار این دسته از متغیرها را 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبعد از مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه .آورد به دستدر توالی اعزام،  قطار
ام باشد، pام از مبدا بعد از زمان افق شرعی نماز sاگر زمان اعزام قطار در توالی  به دلیل. کردافق شرعی نیز تعیین  هایبازهبرای سایر 

اگر .(34)نامساوی  افق شرعی قبلی برقرار خواهد بود هایبازهوضعیت برای این قطار در  مشابه اینبرابر صفر خواهد بود که  psمتغیر
افق  هایبازهدر وضعیت  اینبرابر یک خواهد بود که  psام باشد، متغیرpام از مبدا قبل از زمان افق شرعی sزمان اعزام قطار در توالی 

 .(35)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی  شرعی
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝑝𝑝 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1

𝑘𝑘=1        (34) 
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (35) )35(

نوشت. اگر زمان 
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(21)∑ 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑘𝑘,𝑠𝑠 ≤ 1 −𝑖𝑖
𝑘𝑘=2 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1. 

 
 مختلفافق شرعی هایبازهالگوی الزام شدن یک قطار برای توقف در 4-0

به افق شرعی  هایبازهالگویی برای متغیر مربوط به الزام توقف قطارها در  توانمیزمانی افق شرعی،  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 
ام نیز ملزم به p+1ام باشد، آنگاه این قطار در افق شرعی p+2ام و pآورد. در واقع اگر یک قطار ملزم به توقف در بازه افق شرعی  دست

 .شودمیعددصحیح اضافه  ریزیبرنامه( به مدل 23این شرط نیز بشکل نامساوی ). استتوقف 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+2,𝑠𝑠 − 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+1,𝑠𝑠 ≤ 1,         ∀𝑠𝑠, 1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 2.     (23) 
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دتر با توجه به ترتیب اعزام قطارها، اگر یک قطار در توالی اعزام، قبل از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا اعزام شود، قطارهای قبلی نیز زو
یک قطار در توالی اعزام، بعد از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا  شده اند. همچنین اگراز ایستگاه مبدا اعزام از زمان ابتدای افق شرعی 

از ایستگاه مبدا اعزام می شوند.همچنین با توجه به فرض عدم سبقت اعزام شود، قطارهای بعدی نیز دیرتر از زمان ابتدای افق شرعی 
دیرتر از زمان  نیز قطارهای بعدی در توالی اعزامبعد از انتهای بازه افق شرعی باشد، آنگاه  ،قطارها، اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد

اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد، قبل از ابتدای بازه افق شرعی باشد، آنگاه قطارهای قبلی در  به مقصد می رسند.انتهای افق شرعی 
به یا  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبا مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه قصد می رسند. توالی اعزام نیز زودتر از زمان ابتدای افق شرعی به م

 عبارتیبه . کردافق شرعی، مقدار این دسته از متغیرها را برای سایر قطارهای موجود در توالی اعزام، تعیین  هایبازهشرایط توقف در  دلیل
برابر صفر خواهد بود که همین وضعیت  psام باشد، متغیرpام در توالی اعزام، از مبدا، بعد از زمان افق شرعی sاگر زمان اعزام قطار 

ام از مبدا قبل از sهمچنین اگر زمان اعزام قطار در توالی . (31)نامساوی  برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود
برابر یک خواهد بود که در این حالت همین وضعیت برای تمام قطارهای قبلی در توالی  psام باشد، متغیرpزمان افق شرعی نماز 

 . (31)نامساوی  اعزام، برقرار خواهد بود
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑠𝑠+1      (31) 
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑠𝑠 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1

𝑘𝑘=1        (31) 

ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی نماز sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر  توانمیمشابه این محدودیتها را 
. اگر (32)نامساوی  برای تمام قطارهای قبلی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود نیز وضعیت و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

برابر یک خواهد بود که در این حالت همین  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی نماز sزمان رسیدن قطار در توالی 
 .(33)نامساوی  بود وضعیت برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑠𝑠 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1
𝑘𝑘=1        (32) 

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛
𝑘𝑘=𝑠𝑠+1       (33) 

 

 افق شرعی برای هر قطار هایبازهتعیین شرایط توقف در 4-4
برای هر  مختلف افق شرعی هایبازهشرایط توقف در روابطی بین  توانمی، ایستگاههاافق شرعی در  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 

، مقدار این دسته از متغیرها را 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبعد از مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه .آورد به دستدر توالی اعزام،  قطار
ام باشد، pام از مبدا بعد از زمان افق شرعی نماز sاگر زمان اعزام قطار در توالی  به دلیل. کردافق شرعی نیز تعیین  هایبازهبرای سایر 

اگر .(34)نامساوی  افق شرعی قبلی برقرار خواهد بود هایبازهوضعیت برای این قطار در  مشابه اینبرابر صفر خواهد بود که  psمتغیر
افق  هایبازهدر وضعیت  اینبرابر یک خواهد بود که  psام باشد، متغیرpام از مبدا قبل از زمان افق شرعی sزمان اعزام قطار در توالی 

 .(35)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی  شرعی
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝑝𝑝 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1

𝑘𝑘=1        (34) 
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (35) 

مشابه این محدودیت ها را می‌توان برای متغیر 

pام  شرعی  افق  زمان  از  قبل  مقصد  به  sام  توالی  در  قطار  رسیدن 

 برابر صفر خواهد بود و این وضعیت در بازه‌های 
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(21)∑ 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑘𝑘,𝑠𝑠 ≤ 1 −𝑖𝑖
𝑘𝑘=2 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1. 

 
 مختلفافق شرعی هایبازهالگوی الزام شدن یک قطار برای توقف در 4-0

به افق شرعی  هایبازهالگویی برای متغیر مربوط به الزام توقف قطارها در  توانمیزمانی افق شرعی،  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 
ام نیز ملزم به p+1ام باشد، آنگاه این قطار در افق شرعی p+2ام و pآورد. در واقع اگر یک قطار ملزم به توقف در بازه افق شرعی  دست

 .شودمیعددصحیح اضافه  ریزیبرنامه( به مدل 23این شرط نیز بشکل نامساوی ). استتوقف 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+2,𝑠𝑠 − 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+1,𝑠𝑠 ≤ 1,         ∀𝑠𝑠, 1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 2.     (23) 

 
 تعیین الگوی فعال شدن شرایط توقف قطارها در بازه افق شرعی4-9

دتر با توجه به ترتیب اعزام قطارها، اگر یک قطار در توالی اعزام، قبل از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا اعزام شود، قطارهای قبلی نیز زو
یک قطار در توالی اعزام، بعد از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا  شده اند. همچنین اگراز ایستگاه مبدا اعزام از زمان ابتدای افق شرعی 

از ایستگاه مبدا اعزام می شوند.همچنین با توجه به فرض عدم سبقت اعزام شود، قطارهای بعدی نیز دیرتر از زمان ابتدای افق شرعی 
دیرتر از زمان  نیز قطارهای بعدی در توالی اعزامبعد از انتهای بازه افق شرعی باشد، آنگاه  ،قطارها، اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد

اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد، قبل از ابتدای بازه افق شرعی باشد، آنگاه قطارهای قبلی در  به مقصد می رسند.انتهای افق شرعی 
به یا  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبا مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه قصد می رسند. توالی اعزام نیز زودتر از زمان ابتدای افق شرعی به م

 عبارتیبه . کردافق شرعی، مقدار این دسته از متغیرها را برای سایر قطارهای موجود در توالی اعزام، تعیین  هایبازهشرایط توقف در  دلیل
برابر صفر خواهد بود که همین وضعیت  psام باشد، متغیرpام در توالی اعزام، از مبدا، بعد از زمان افق شرعی sاگر زمان اعزام قطار 

ام از مبدا قبل از sهمچنین اگر زمان اعزام قطار در توالی . (31)نامساوی  برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود
برابر یک خواهد بود که در این حالت همین وضعیت برای تمام قطارهای قبلی در توالی  psام باشد، متغیرpزمان افق شرعی نماز 

 . (31)نامساوی  اعزام، برقرار خواهد بود
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑠𝑠+1      (31) 
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑠𝑠 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1

𝑘𝑘=1        (31) 

ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی نماز sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر  توانمیمشابه این محدودیتها را 
. اگر (32)نامساوی  برای تمام قطارهای قبلی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود نیز وضعیت و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

برابر یک خواهد بود که در این حالت همین  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی نماز sزمان رسیدن قطار در توالی 
 .(33)نامساوی  بود وضعیت برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑠𝑠 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1
𝑘𝑘=1        (32) 

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛
𝑘𝑘=𝑠𝑠+1       (33) 

 

 افق شرعی برای هر قطار هایبازهتعیین شرایط توقف در 4-4
برای هر  مختلف افق شرعی هایبازهشرایط توقف در روابطی بین  توانمی، ایستگاههاافق شرعی در  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 

، مقدار این دسته از متغیرها را 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبعد از مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه .آورد به دستدر توالی اعزام،  قطار
ام باشد، pام از مبدا بعد از زمان افق شرعی نماز sاگر زمان اعزام قطار در توالی  به دلیل. کردافق شرعی نیز تعیین  هایبازهبرای سایر 

اگر .(34)نامساوی  افق شرعی قبلی برقرار خواهد بود هایبازهوضعیت برای این قطار در  مشابه اینبرابر صفر خواهد بود که  psمتغیر
افق  هایبازهدر وضعیت  اینبرابر یک خواهد بود که  psام باشد، متغیرpام از مبدا قبل از زمان افق شرعی sزمان اعزام قطار در توالی 

 .(35)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی  شرعی
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝑝𝑝 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1

𝑘𝑘=1        (34) 
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (35) 

باشد، متغیر 

افق‏های شرعی بعدی نیز برای این قطار برقرار خواهد بود )نامساوی 

36(. اگر زمان رسیدن قطار در توالی sام به مقصد بعد از زمان افق 

 برابر یک خواهد بود و این وضعیت 
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(21)∑ 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑘𝑘,𝑠𝑠 ≤ 1 −𝑖𝑖
𝑘𝑘=2 𝑔𝑔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,    ∀𝑠𝑠, 𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1. 

 
 مختلفافق شرعی هایبازهالگوی الزام شدن یک قطار برای توقف در 4-0

به افق شرعی  هایبازهالگویی برای متغیر مربوط به الزام توقف قطارها در  توانمیزمانی افق شرعی،  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 
ام نیز ملزم به p+1ام باشد، آنگاه این قطار در افق شرعی p+2ام و pآورد. در واقع اگر یک قطار ملزم به توقف در بازه افق شرعی  دست

 .شودمیعددصحیح اضافه  ریزیبرنامه( به مدل 23این شرط نیز بشکل نامساوی ). استتوقف 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+2,𝑠𝑠 − 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑝𝑝+1,𝑠𝑠 ≤ 1,         ∀𝑠𝑠, 1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 2.     (23) 
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دتر با توجه به ترتیب اعزام قطارها، اگر یک قطار در توالی اعزام، قبل از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا اعزام شود، قطارهای قبلی نیز زو
یک قطار در توالی اعزام، بعد از زمان ابتدای افق شرعی از مبدا  شده اند. همچنین اگراز ایستگاه مبدا اعزام از زمان ابتدای افق شرعی 

از ایستگاه مبدا اعزام می شوند.همچنین با توجه به فرض عدم سبقت اعزام شود، قطارهای بعدی نیز دیرتر از زمان ابتدای افق شرعی 
دیرتر از زمان  نیز قطارهای بعدی در توالی اعزامبعد از انتهای بازه افق شرعی باشد، آنگاه  ،قطارها، اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد

اگر زمان رسیدن قطاری به مقصد، قبل از ابتدای بازه افق شرعی باشد، آنگاه قطارهای قبلی در  به مقصد می رسند.انتهای افق شرعی 
به یا  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبا مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه قصد می رسند. توالی اعزام نیز زودتر از زمان ابتدای افق شرعی به م

 عبارتیبه . کردافق شرعی، مقدار این دسته از متغیرها را برای سایر قطارهای موجود در توالی اعزام، تعیین  هایبازهشرایط توقف در  دلیل
برابر صفر خواهد بود که همین وضعیت  psام باشد، متغیرpام در توالی اعزام، از مبدا، بعد از زمان افق شرعی sاگر زمان اعزام قطار 

ام از مبدا قبل از sهمچنین اگر زمان اعزام قطار در توالی . (31)نامساوی  برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود
برابر یک خواهد بود که در این حالت همین وضعیت برای تمام قطارهای قبلی در توالی  psام باشد، متغیرpزمان افق شرعی نماز 

 . (31)نامساوی  اعزام، برقرار خواهد بود
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑠𝑠+1      (31) 
∑ 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑠𝑠 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1

𝑘𝑘=1        (31) 

ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی نماز sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر  توانمیمشابه این محدودیتها را 
. اگر (32)نامساوی  برای تمام قطارهای قبلی در توالی اعزام، برقرار خواهد بود نیز وضعیت و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

برابر یک خواهد بود که در این حالت همین  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی نماز sزمان رسیدن قطار در توالی 
 .(33)نامساوی  بود وضعیت برای تمام قطارهای بعدی در توالی اعزام، برقرار خواهد

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ (𝑠𝑠 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   2 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛.𝑠𝑠−1
𝑘𝑘=1        (32) 

∑ 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ (𝑛𝑛 − 𝑠𝑠). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑝𝑝,   1 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑛𝑛 − 1.𝑛𝑛
𝑘𝑘=𝑠𝑠+1       (33) 

 

 افق شرعی برای هر قطار هایبازهتعیین شرایط توقف در 4-4
برای هر  مختلف افق شرعی هایبازهشرایط توقف در روابطی بین  توانمی، ایستگاههاافق شرعی در  هایبازهبا توجه به عدم اشتراک بین 

، مقدار این دسته از متغیرها را 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝و psبعد از مشخص شدن مقدار متغیرهای توانمیدر نتیجه .آورد به دستدر توالی اعزام،  قطار
ام باشد، pام از مبدا بعد از زمان افق شرعی نماز sاگر زمان اعزام قطار در توالی  به دلیل. کردافق شرعی نیز تعیین  هایبازهبرای سایر 

اگر .(34)نامساوی  افق شرعی قبلی برقرار خواهد بود هایبازهوضعیت برای این قطار در  مشابه اینبرابر صفر خواهد بود که  psمتغیر
افق  هایبازهدر وضعیت  اینبرابر یک خواهد بود که  psام باشد، متغیرpام از مبدا قبل از زمان افق شرعی sزمان اعزام قطار در توالی 

 .(35)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی  شرعی
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝑝𝑝 − 1). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1

𝑘𝑘=1        (34) 
∑ 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜏𝜏𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (35) 

شرعی pام باشد، متغیر 

در بازه‌های افق های شرعی قبلی نیز برای این قطار برقرار خواهد 

بود )نامساوی 37(.
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ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر توانمیمشابه این محدودیت ها را 
)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی شرعی های افق هایبازهدر وضعیت  و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

در وضعیت  و اینبرابر یک خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی s. اگر زمان رسیدن قطار در توالی (31
 .(33)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینقبلی شرعی های افق  هایبازه

∑ 𝜑𝜑𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻
𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (31) 

∑ 𝜑𝜑𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝑝𝑝 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1
𝑘𝑘=1        (33) 

 

 نتایج.5
 ریزیبرنامهعملکردمدل جهت ارزیابی  ،ایران آهنراهشرایط واقعی در مطابق با  الگوی تولید نمونه مسائل تصادفیدر این بخش، 
 ،تابعی از ویژگیهای بلاک و قطار است. قطارها از نظر حداکثر سرعت حرکت بلاکها. سرعت حرکت قطارها روی شودمیعددصحیحارائه 

 قرار گرفتهیک کلاس کاملا مشابه در قطارهای شوند. می به کلاسهای مختلفی مانند عادی، فوق العاده، سریع السیر، توربو و غیره تقسیم 
زمان سیر قطارهای با کلاس سرعت بالاتر، روی هر بلاک، نسبت که  شودمیهمچنین فرض یکسانی دارند.  ایبرنامهو زمان سیر و توقف 

قطارهای با کلاس سرعت بالاتر در هر ایستگاه،  ایبرنامه. همچنین زمان توقف استبه قطارهای با کلاس پایین تر، کمتر یا مساوی 
Q (nQ. تعداد کلاسهای سرعت با نماد استتر نسبت به زمان توقف قطارهای با کلاس پایین تر، کم 1)  با توجه . داده می شودنشان

. تعداد قطارهای موجود شودمیگرفته در نظر Q=5برابر  در تمام نمونه مسائل تصادفیتعداد کلاسهای سرعت ،ایران آهنراهبه اطلاعات 
از بلاک هر برای( زمان سیر کلاس اول). زمان سیر پایه شودمی( تعیین 4جدولنیز با توجه به ابعاد مسئله ) (in) در هر کلاس سرعت

، بعدیسیر قطارها درکلاس های سرعت  یزمانها. از این زمان سیر پایه برای تولید شودمی، تولید دقیقه]8,20[توزیع یکنواخت گسسته 
به کمک یک بازگشتی از زمان سیر کلاس قبلی  به طورسیر هر کلاس سرعت،  یزمانها. برای این منظور، در هر بلاک، شودمیاستفاده 

 ]0,3[، از توزیع یکنواخت گسسته در بازه نیز کندی سیرتصادفی  مقدارمتغیر. (31)رابطه  شودمیمحاسبه ، سیرتصادفی کندی  متغیر
 . شودمیدقیقه، تولید 

(31)      q<1 زمان سیر کلاس +کندی سیر تصادفی  ،مقدارمتغیرq-1زمان سیر کلاس ام =qام 
 متغیر. شودمیتولید دقیقه  ]0,5[طبق توزیع یکنواخت گسسته مشابه الگوی زمان سیر ایستگاهنیز در هر پایه قطارها  ایبرنامهزمان توقف 

تعداد . شودمیدقیقه، تولید ]0,2[از توزیع یکنواخت گسسته در بازه  نیز قطارها در کلاس های بعدی توقف زمان افزایشجهت تصادفی
، 4جدولمطابقعشاء  -عصر و مغرب -نمازهای صبح، ظهراقامه برای  زمانی مجاز توقف قطارها هایبازهوسه  با افق شرعی برابر هایبازه

بعد از تولید تعداد خطوط  و تعداد سکوها نیز]𝑟𝑟𝑖𝑖~U]2,4گسسته  ، طبق توزیعیکنواخت(𝑟𝑟𝑖𝑖) ایستگاههاتعداد خطوط در .شودمیتعریف 
ه ,𝑏𝑏𝑖𝑖~𝑈𝑈[1ایستگاه از توزیع یکنواخت مطابق رابط 𝑟𝑟𝑖𝑖] .استدارای نمازخانه  %35هر ایستگاه با احتمال  تولید می شوند .

نمونه مسائل تصادفی در سه دسته مسائل با . شودمیدقیقه در نظر گرفته  5برابر εزماندقیقه و  21برابرزمانفرجهو اقامهنمازیزمانتوقفبرا
 نمونه مسئله، حل خواهد شد.  5، تولید می شوند. در هر دسته، 4جدولابعاد کوچک، متوسط و بزرگ مطابق 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 مسائل تصادفی پارامترهای نمونه.4جدول

)36(

12 
 

ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر توانمیمشابه این محدودیت ها را 
)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی شرعی های افق هایبازهدر وضعیت  و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

در وضعیت  و اینبرابر یک خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی s. اگر زمان رسیدن قطار در توالی (31
 .(33)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینقبلی شرعی های افق  هایبازه

∑ 𝜑𝜑𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻
𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (31) 

∑ 𝜑𝜑𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝑝𝑝 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1
𝑘𝑘=1        (33) 

 

 نتایج.5
 ریزیبرنامهعملکردمدل جهت ارزیابی  ،ایران آهنراهشرایط واقعی در مطابق با  الگوی تولید نمونه مسائل تصادفیدر این بخش، 
 ،تابعی از ویژگیهای بلاک و قطار است. قطارها از نظر حداکثر سرعت حرکت بلاکها. سرعت حرکت قطارها روی شودمیعددصحیحارائه 

 قرار گرفتهیک کلاس کاملا مشابه در قطارهای شوند. می به کلاسهای مختلفی مانند عادی، فوق العاده، سریع السیر، توربو و غیره تقسیم 
زمان سیر قطارهای با کلاس سرعت بالاتر، روی هر بلاک، نسبت که  شودمیهمچنین فرض یکسانی دارند.  ایبرنامهو زمان سیر و توقف 

قطارهای با کلاس سرعت بالاتر در هر ایستگاه،  ایبرنامه. همچنین زمان توقف استبه قطارهای با کلاس پایین تر، کمتر یا مساوی 
Q (nQ. تعداد کلاسهای سرعت با نماد استتر نسبت به زمان توقف قطارهای با کلاس پایین تر، کم 1)  با توجه . داده می شودنشان

. تعداد قطارهای موجود شودمیگرفته در نظر Q=5برابر  در تمام نمونه مسائل تصادفیتعداد کلاسهای سرعت ،ایران آهنراهبه اطلاعات 
از بلاک هر برای( زمان سیر کلاس اول). زمان سیر پایه شودمی( تعیین 4جدولنیز با توجه به ابعاد مسئله ) (in) در هر کلاس سرعت

، بعدیسیر قطارها درکلاس های سرعت  یزمانها. از این زمان سیر پایه برای تولید شودمی، تولید دقیقه]8,20[توزیع یکنواخت گسسته 
به کمک یک بازگشتی از زمان سیر کلاس قبلی  به طورسیر هر کلاس سرعت،  یزمانها. برای این منظور، در هر بلاک، شودمیاستفاده 

 ]0,3[، از توزیع یکنواخت گسسته در بازه نیز کندی سیرتصادفی  مقدارمتغیر. (31)رابطه  شودمیمحاسبه ، سیرتصادفی کندی  متغیر
 . شودمیدقیقه، تولید 

(31)      q<1 زمان سیر کلاس +کندی سیر تصادفی  ،مقدارمتغیرq-1زمان سیر کلاس ام =qام 
 متغیر. شودمیتولید دقیقه  ]0,5[طبق توزیع یکنواخت گسسته مشابه الگوی زمان سیر ایستگاهنیز در هر پایه قطارها  ایبرنامهزمان توقف 

تعداد . شودمیدقیقه، تولید ]0,2[از توزیع یکنواخت گسسته در بازه  نیز قطارها در کلاس های بعدی توقف زمان افزایشجهت تصادفی
، 4جدولمطابقعشاء  -عصر و مغرب -نمازهای صبح، ظهراقامه برای  زمانی مجاز توقف قطارها هایبازهوسه  با افق شرعی برابر هایبازه

بعد از تولید تعداد خطوط  و تعداد سکوها نیز]𝑟𝑟𝑖𝑖~U]2,4گسسته  ، طبق توزیعیکنواخت(𝑟𝑟𝑖𝑖) ایستگاههاتعداد خطوط در .شودمیتعریف 
ه ,𝑏𝑏𝑖𝑖~𝑈𝑈[1ایستگاه از توزیع یکنواخت مطابق رابط 𝑟𝑟𝑖𝑖] .استدارای نمازخانه  %35هر ایستگاه با احتمال  تولید می شوند .

نمونه مسائل تصادفی در سه دسته مسائل با . شودمیدقیقه در نظر گرفته  5برابر εزماندقیقه و  21برابرزمانفرجهو اقامهنمازیزمانتوقفبرا
 نمونه مسئله، حل خواهد شد.  5، تولید می شوند. در هر دسته، 4جدولابعاد کوچک، متوسط و بزرگ مطابق 
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5. نتایج 
با شرایط  در این بخش، الگوی تولید نمونه مسائل تصادفی مطابق 

برنامه‌ریزی  مدل  عملکرد  ارزیابی  جهت  ایران،  راه‌آهن  در  واقعی 

عددصحیح ارائه می‌شود. سرعت حرکت قطارها روی بلاکها تابعی 

سرعت  حداکثر  نظر  از  قطارها  است.  قطار  و  بلاک  ویژگیهای  از 

حرکت، به کلاسهای مختلفی مانند عادی، فوق العاده، سریع السیر، 

توربو و غیره تقسیم می شوند. قطارهای کاملا مشابه در یک کلاس 

برنامه‌ای یکسانی دارند. همچنین  قرار گرفته و زمان سیر و توقف 

فرض می‌شود که زمان سیر قطارهای با کلاس سرعت بالاتر، روی 

هر بلاک، نسبت به قطارهای با کلاس پایین تر، کمتر یا مساوی است. 

همچنین زمان توقف برنامه‌ای قطارهای با کلاس سرعت بالاتر در 

هر ایستگاه، نسبت به زمان توقف قطارهای با کلاس پایین تر، کمتر 

داده  نشان   ) nQ ≤≤1 (  Q نماد  با  کلاسهای سرعت  تعداد  است. 

می شود. با توجه به اطلاعات راه‌آهن ایران، تعداد کلاسهای سرعت 

می‌شود.  گرفته  نظر  در   Q=5 برابر  تصادفی  مسائل  نمونه  تمام  در 

به  توجه  با  نیز   )ni( در هر کلاس سرعت  موجود  قطارهای  تعداد 

زمانبندی حرکت قطارها با هدف بهره‌برداری بهینه از مسیرهای ریلی دوخطه
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سیر  )زمان  پایه  سیر  زمان  می‌شود.  تعیین   )4 )جدول  مسئله  ابعاد 

کلاس اول( برای هر بلاک از توزیع یکنواخت گسسته ]8,20[ دقیقه، 

تولید می‌شود. از این زمان سیر پایه برای تولید زمانهای سیر قطارها 

درکلاس های سرعت بعدی، استفاده می‌شود. برای این منظور، در 

هر بلاک، زمانهای سیر هر کلاس سرعت، به طور بازگشتی از زمان 

محاسبه  کندی سیر،  تصادفی  متغیر  به کمک یک  قبلی  سیر کلاس 

می‌شود )رابطه 38(. مقدار متغیر تصادفی کندی سیر نیز، از توزیع 

یکنواخت گسسته در بازه ]0,3[ دقیقه، تولید می‌شود. 
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ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر توانمیمشابه این محدودیت ها را 
)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی شرعی های افق هایبازهدر وضعیت  و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

در وضعیت  و اینبرابر یک خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی s. اگر زمان رسیدن قطار در توالی (31
 .(33)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینقبلی شرعی های افق  هایبازه

∑ 𝜑𝜑𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻
𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (31) 

∑ 𝜑𝜑𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝑝𝑝 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1
𝑘𝑘=1        (33) 

 

 نتایج.5
 ریزیبرنامهعملکردمدل جهت ارزیابی  ،ایران آهنراهشرایط واقعی در مطابق با  الگوی تولید نمونه مسائل تصادفیدر این بخش، 
 ،تابعی از ویژگیهای بلاک و قطار است. قطارها از نظر حداکثر سرعت حرکت بلاکها. سرعت حرکت قطارها روی شودمیعددصحیحارائه 

 قرار گرفتهیک کلاس کاملا مشابه در قطارهای شوند. می به کلاسهای مختلفی مانند عادی، فوق العاده، سریع السیر، توربو و غیره تقسیم 
زمان سیر قطارهای با کلاس سرعت بالاتر، روی هر بلاک، نسبت که  شودمیهمچنین فرض یکسانی دارند.  ایبرنامهو زمان سیر و توقف 

قطارهای با کلاس سرعت بالاتر در هر ایستگاه،  ایبرنامه. همچنین زمان توقف استبه قطارهای با کلاس پایین تر، کمتر یا مساوی 
Q (nQ. تعداد کلاسهای سرعت با نماد استتر نسبت به زمان توقف قطارهای با کلاس پایین تر، کم 1)  با توجه . داده می شودنشان

. تعداد قطارهای موجود شودمیگرفته در نظر Q=5برابر  در تمام نمونه مسائل تصادفیتعداد کلاسهای سرعت ،ایران آهنراهبه اطلاعات 
از بلاک هر برای( زمان سیر کلاس اول). زمان سیر پایه شودمی( تعیین 4جدولنیز با توجه به ابعاد مسئله ) (in) در هر کلاس سرعت

، بعدیسیر قطارها درکلاس های سرعت  یزمانها. از این زمان سیر پایه برای تولید شودمی، تولید دقیقه]8,20[توزیع یکنواخت گسسته 
به کمک یک بازگشتی از زمان سیر کلاس قبلی  به طورسیر هر کلاس سرعت،  یزمانها. برای این منظور، در هر بلاک، شودمیاستفاده 

 ]0,3[، از توزیع یکنواخت گسسته در بازه نیز کندی سیرتصادفی  مقدارمتغیر. (31)رابطه  شودمیمحاسبه ، سیرتصادفی کندی  متغیر
 . شودمیدقیقه، تولید 

(31)      q<1 زمان سیر کلاس +کندی سیر تصادفی  ،مقدارمتغیرq-1زمان سیر کلاس ام =qام 
 متغیر. شودمیتولید دقیقه  ]0,5[طبق توزیع یکنواخت گسسته مشابه الگوی زمان سیر ایستگاهنیز در هر پایه قطارها  ایبرنامهزمان توقف 

تعداد . شودمیدقیقه، تولید ]0,2[از توزیع یکنواخت گسسته در بازه  نیز قطارها در کلاس های بعدی توقف زمان افزایشجهت تصادفی
، 4جدولمطابقعشاء  -عصر و مغرب -نمازهای صبح، ظهراقامه برای  زمانی مجاز توقف قطارها هایبازهوسه  با افق شرعی برابر هایبازه

بعد از تولید تعداد خطوط  و تعداد سکوها نیز]𝑟𝑟𝑖𝑖~U]2,4گسسته  ، طبق توزیعیکنواخت(𝑟𝑟𝑖𝑖) ایستگاههاتعداد خطوط در .شودمیتعریف 
ه ,𝑏𝑏𝑖𝑖~𝑈𝑈[1ایستگاه از توزیع یکنواخت مطابق رابط 𝑟𝑟𝑖𝑖] .استدارای نمازخانه  %35هر ایستگاه با احتمال  تولید می شوند .

نمونه مسائل تصادفی در سه دسته مسائل با . شودمیدقیقه در نظر گرفته  5برابر εزماندقیقه و  21برابرزمانفرجهو اقامهنمازیزمانتوقفبرا
 نمونه مسئله، حل خواهد شد.  5، تولید می شوند. در هر دسته، 4جدولابعاد کوچک، متوسط و بزرگ مطابق 
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ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر توانمیمشابه این محدودیت ها را 
)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی شرعی های افق هایبازهدر وضعیت  و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

در وضعیت  و اینبرابر یک خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی s. اگر زمان رسیدن قطار در توالی (31
 .(33)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینقبلی شرعی های افق  هایبازه

∑ 𝜑𝜑𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻
𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (31) 

∑ 𝜑𝜑𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝑝𝑝 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1
𝑘𝑘=1        (33) 

 

 نتایج.5
 ریزیبرنامهعملکردمدل جهت ارزیابی  ،ایران آهنراهشرایط واقعی در مطابق با  الگوی تولید نمونه مسائل تصادفیدر این بخش، 
 ،تابعی از ویژگیهای بلاک و قطار است. قطارها از نظر حداکثر سرعت حرکت بلاکها. سرعت حرکت قطارها روی شودمیعددصحیحارائه 

 قرار گرفتهیک کلاس کاملا مشابه در قطارهای شوند. می به کلاسهای مختلفی مانند عادی، فوق العاده، سریع السیر، توربو و غیره تقسیم 
زمان سیر قطارهای با کلاس سرعت بالاتر، روی هر بلاک، نسبت که  شودمیهمچنین فرض یکسانی دارند.  ایبرنامهو زمان سیر و توقف 

قطارهای با کلاس سرعت بالاتر در هر ایستگاه،  ایبرنامه. همچنین زمان توقف استبه قطارهای با کلاس پایین تر، کمتر یا مساوی 
Q (nQ. تعداد کلاسهای سرعت با نماد استتر نسبت به زمان توقف قطارهای با کلاس پایین تر، کم 1)  با توجه . داده می شودنشان

. تعداد قطارهای موجود شودمیگرفته در نظر Q=5برابر  در تمام نمونه مسائل تصادفیتعداد کلاسهای سرعت ،ایران آهنراهبه اطلاعات 
از بلاک هر برای( زمان سیر کلاس اول). زمان سیر پایه شودمی( تعیین 4جدولنیز با توجه به ابعاد مسئله ) (in) در هر کلاس سرعت

، بعدیسیر قطارها درکلاس های سرعت  یزمانها. از این زمان سیر پایه برای تولید شودمی، تولید دقیقه]8,20[توزیع یکنواخت گسسته 
به کمک یک بازگشتی از زمان سیر کلاس قبلی  به طورسیر هر کلاس سرعت،  یزمانها. برای این منظور، در هر بلاک، شودمیاستفاده 

 ]0,3[، از توزیع یکنواخت گسسته در بازه نیز کندی سیرتصادفی  مقدارمتغیر. (31)رابطه  شودمیمحاسبه ، سیرتصادفی کندی  متغیر
 . شودمیدقیقه، تولید 

(31)      q<1 زمان سیر کلاس +کندی سیر تصادفی  ،مقدارمتغیرq-1زمان سیر کلاس ام =qام 
 متغیر. شودمیتولید دقیقه  ]0,5[طبق توزیع یکنواخت گسسته مشابه الگوی زمان سیر ایستگاهنیز در هر پایه قطارها  ایبرنامهزمان توقف 

تعداد . شودمیدقیقه، تولید ]0,2[از توزیع یکنواخت گسسته در بازه  نیز قطارها در کلاس های بعدی توقف زمان افزایشجهت تصادفی
، 4جدولمطابقعشاء  -عصر و مغرب -نمازهای صبح، ظهراقامه برای  زمانی مجاز توقف قطارها هایبازهوسه  با افق شرعی برابر هایبازه

بعد از تولید تعداد خطوط  و تعداد سکوها نیز]𝑟𝑟𝑖𝑖~U]2,4گسسته  ، طبق توزیعیکنواخت(𝑟𝑟𝑖𝑖) ایستگاههاتعداد خطوط در .شودمیتعریف 
ه ,𝑏𝑏𝑖𝑖~𝑈𝑈[1ایستگاه از توزیع یکنواخت مطابق رابط 𝑟𝑟𝑖𝑖] .استدارای نمازخانه  %35هر ایستگاه با احتمال  تولید می شوند .

نمونه مسائل تصادفی در سه دسته مسائل با . شودمیدقیقه در نظر گرفته  5برابر εزماندقیقه و  21برابرزمانفرجهو اقامهنمازیزمانتوقفبرا
 نمونه مسئله، حل خواهد شد.  5، تولید می شوند. در هر دسته، 4جدولابعاد کوچک، متوسط و بزرگ مطابق 
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زمان توقف برنامه‌ای پایه قطارها نیز در هر ایستگاه مشابه الگوی زمان 

سیر طبق توزیع یکنواخت گسسته ]0,5[ دقیقه تولید می‌شود. متغیر 

تصادفی جهت افزایش زمان توقف قطارها در کلاس های بعدی نیز 

از توزیع یکنواخت گسسته در بازه ]0,2[ دقیقه، تولید می‌شود. تعداد 

بازه‌های افق شرعی برابر با سه و بازه‌های زمانی مجاز توقف قطارها 

برای اقامه نمازهای صبح، ظهر- عصر و مغرب- عشاء مطابق جدول 

توزیع  طبق   ،)ri( ایستگاهها  در  خطوط  تعداد  می‌شود.  تعریف   ،4

 و تعداد سکوها نیز بعد از تولید تعداد 
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ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر توانمیمشابه این محدودیت ها را 
)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینبعدی شرعی های افق هایبازهدر وضعیت  و اینبرابر صفر خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝باشد، متغیر

در وضعیت  و اینبرابر یک خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی s. اگر زمان رسیدن قطار در توالی (31
 .(33)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینقبلی شرعی های افق  هایبازه

∑ 𝜑𝜑𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻
𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (31) 

∑ 𝜑𝜑𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝑝𝑝 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1
𝑘𝑘=1        (33) 

 

 نتایج.5
 ریزیبرنامهعملکردمدل جهت ارزیابی  ،ایران آهنراهشرایط واقعی در مطابق با  الگوی تولید نمونه مسائل تصادفیدر این بخش، 
 ،تابعی از ویژگیهای بلاک و قطار است. قطارها از نظر حداکثر سرعت حرکت بلاکها. سرعت حرکت قطارها روی شودمیعددصحیحارائه 

 قرار گرفتهیک کلاس کاملا مشابه در قطارهای شوند. می به کلاسهای مختلفی مانند عادی، فوق العاده، سریع السیر، توربو و غیره تقسیم 
زمان سیر قطارهای با کلاس سرعت بالاتر، روی هر بلاک، نسبت که  شودمیهمچنین فرض یکسانی دارند.  ایبرنامهو زمان سیر و توقف 

قطارهای با کلاس سرعت بالاتر در هر ایستگاه،  ایبرنامه. همچنین زمان توقف استبه قطارهای با کلاس پایین تر، کمتر یا مساوی 
Q (nQ. تعداد کلاسهای سرعت با نماد استتر نسبت به زمان توقف قطارهای با کلاس پایین تر، کم 1)  با توجه . داده می شودنشان

. تعداد قطارهای موجود شودمیگرفته در نظر Q=5برابر  در تمام نمونه مسائل تصادفیتعداد کلاسهای سرعت ،ایران آهنراهبه اطلاعات 
از بلاک هر برای( زمان سیر کلاس اول). زمان سیر پایه شودمی( تعیین 4جدولنیز با توجه به ابعاد مسئله ) (in) در هر کلاس سرعت

، بعدیسیر قطارها درکلاس های سرعت  یزمانها. از این زمان سیر پایه برای تولید شودمی، تولید دقیقه]8,20[توزیع یکنواخت گسسته 
به کمک یک بازگشتی از زمان سیر کلاس قبلی  به طورسیر هر کلاس سرعت،  یزمانها. برای این منظور، در هر بلاک، شودمیاستفاده 

 ]0,3[، از توزیع یکنواخت گسسته در بازه نیز کندی سیرتصادفی  مقدارمتغیر. (31)رابطه  شودمیمحاسبه ، سیرتصادفی کندی  متغیر
 . شودمیدقیقه، تولید 

(31)      q<1 زمان سیر کلاس +کندی سیر تصادفی  ،مقدارمتغیرq-1زمان سیر کلاس ام =qام 
 متغیر. شودمیتولید دقیقه  ]0,5[طبق توزیع یکنواخت گسسته مشابه الگوی زمان سیر ایستگاهنیز در هر پایه قطارها  ایبرنامهزمان توقف 

تعداد . شودمیدقیقه، تولید ]0,2[از توزیع یکنواخت گسسته در بازه  نیز قطارها در کلاس های بعدی توقف زمان افزایشجهت تصادفی
، 4جدولمطابقعشاء  -عصر و مغرب -نمازهای صبح، ظهراقامه برای  زمانی مجاز توقف قطارها هایبازهوسه  با افق شرعی برابر هایبازه

بعد از تولید تعداد خطوط  و تعداد سکوها نیز]𝑟𝑟𝑖𝑖~U]2,4گسسته  ، طبق توزیعیکنواخت(𝑟𝑟𝑖𝑖) ایستگاههاتعداد خطوط در .شودمیتعریف 
ه ,𝑏𝑏𝑖𝑖~𝑈𝑈[1ایستگاه از توزیع یکنواخت مطابق رابط 𝑟𝑟𝑖𝑖] .استدارای نمازخانه  %35هر ایستگاه با احتمال  تولید می شوند .

نمونه مسائل تصادفی در سه دسته مسائل با . شودمیدقیقه در نظر گرفته  5برابر εزماندقیقه و  21برابرزمانفرجهو اقامهنمازیزمانتوقفبرا
 نمونه مسئله، حل خواهد شد.  5، تولید می شوند. در هر دسته، 4جدولابعاد کوچک، متوسط و بزرگ مطابق 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 مسائل تصادفی پارامترهای نمونه.4جدول

یکنواخت گسسته

 تولید 
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ام pام به مقصد قبل از زمان افق شرعی sنوشت. اگر زمان رسیدن قطار در توالی  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝برای متغیر توانمیمشابه این محدودیت ها را 
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در وضعیت  و اینبرابر یک خواهد بود  𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝ام باشد، متغیرpام به مقصد بعد از زمان افق شرعی s. اگر زمان رسیدن قطار در توالی (31
 .(33)نامساوی  قطار برقرار خواهد بود نیز برای اینقبلی شرعی های افق  هایبازه

∑ 𝜑𝜑𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ (𝐻𝐻 − 𝑝𝑝). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.𝐻𝐻
𝑘𝑘=𝑝𝑝+1       (31) 

∑ 𝜑𝜑𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ (𝑝𝑝 − 1). 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    ∀𝑠𝑠,   2 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻.𝑝𝑝−1
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Q (nQ. تعداد کلاسهای سرعت با نماد استتر نسبت به زمان توقف قطارهای با کلاس پایین تر، کم 1)  با توجه . داده می شودنشان

. تعداد قطارهای موجود شودمیگرفته در نظر Q=5برابر  در تمام نمونه مسائل تصادفیتعداد کلاسهای سرعت ،ایران آهنراهبه اطلاعات 
از بلاک هر برای( زمان سیر کلاس اول). زمان سیر پایه شودمی( تعیین 4جدولنیز با توجه به ابعاد مسئله ) (in) در هر کلاس سرعت

، بعدیسیر قطارها درکلاس های سرعت  یزمانها. از این زمان سیر پایه برای تولید شودمی، تولید دقیقه]8,20[توزیع یکنواخت گسسته 
به کمک یک بازگشتی از زمان سیر کلاس قبلی  به طورسیر هر کلاس سرعت،  یزمانها. برای این منظور، در هر بلاک، شودمیاستفاده 

 ]0,3[، از توزیع یکنواخت گسسته در بازه نیز کندی سیرتصادفی  مقدارمتغیر. (31)رابطه  شودمیمحاسبه ، سیرتصادفی کندی  متغیر
 . شودمیدقیقه، تولید 

(31)      q<1 زمان سیر کلاس +کندی سیر تصادفی  ،مقدارمتغیرq-1زمان سیر کلاس ام =qام 
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نمونه مسائل تصادفی در سه دسته مسائل با . شودمیدقیقه در نظر گرفته  5برابر εزماندقیقه و  21برابرزمانفرجهو اقامهنمازیزمانتوقفبرا
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خطوط ایستگاه از توزیع یکنواخت مطابق رابطه 

می شوند. هر ایستگاه با احتمال 75 درصد دارای نمازخانه است. زمان 

توقف برای اقامه نماز و زمان فرجه برابر 20 دقیقه و زمان  برابر 5 

دقیقه در نظر گرفته می‌شود. نمونه مسائل تصادفی در سه دسته مسائل 

با ابعاد کوچک، متوسط و بزرگ مطابق جدول 4، تولید می شوند. در 

هر دسته، 5 نمونه مسئله، حل خواهد شد. تعداد توالی های ممکن برای 

اعزام قطارها برابر n! است. تعداد کل ایستگاههای دارای نمازخانه در 

 به دست 
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5n 4n 3n 2n 1n تعداد نمونه مسئله m×n  شماره  مجاز توقفبازه( بازه افق شرعیp) ابعاد مسئله 

0 2 2 2 2 
5 
5 
5 

11× 5 

11×11 

11×15 

[41،11] 1 
 2 [11،51] کوچک

[141،111] 3 

5 5 4 4 2 
5 
5 
5 

15×21 

21×21 

25×21 

[11،21] 1 
 2 [121،11] متوسط

[211،211] 3 

8 1 5 5 4 
5 
5 
5 

31×31 

35×31 

41×31 

[111،41] 1 
 2 [311،211] بزرگ

[111،411] 3 
 

نشان می دهیم که از  Lرا با نماد دارای نمازخانه در مسیر  ییستگاههاکلا تعداد. است!nتعداد توالی های ممکن برای اعزام قطارها برابر 
𝐿𝐿رابطه  = ∑ 𝛽𝛽𝑖𝑖𝑚𝑚

𝑖𝑖=1هر قطار در با توجه به اینکه . آیدمیبه دستH  ،حداکثر  کند، توقف  باید برای اقامه نماز مسافرینبازه افق شرعی
تعداد کل حالات ترتیب ورود قطارها خواهد بود.  H.nLبرابر  ،توالی اعزام برای یکافق شرعی  هایبازهحالات توقف قطارها در تعداد 

∏)نیز برابر  ایستگاههابه خطوط  𝑟𝑟𝑖𝑖)m
i=1

𝑛𝑛بدون در نظر گرفتن حالات مربوط به  زمانبندی شدنی هایبرنامهحداکثر تعداد . در نتیجه است(
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 NP-Hard، مسئله مورد بررسی در این تحقیق نیز در رده های گفته شده استاز آستانه بزرگ ترهمواره بسیار  ریلی هایشبکهواقعی در 
استفاده گیگاهرتز   3.3پردازشگر و گیگابایت 4، حافظه 7ریاضی، از رایانه ای با سیستم عامل ویندوز ریزیبرنامهبرای حل مسائل است. 
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 به طورمعتبر،  ینامساویهادر این مسائل، با بکارگیری  ، خلاصه شده است.5جدولدر  درابعادکوچکیجحلنمونهمسائلتصادفینتااست.

تمامی نمونه مسائل معتبر،جواب بهینه  ینامساویهادر حالت وجود  همچنین درصد کاهش زمان حل بوجود آمده است. 25متوسط حدود 
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 بوده است. %24متوسط حدود  به طورمعتبر  ینامساویهامیزان کاهش زمان حل نیز با بکارگیری متوسط، 

  

مسیر را با نماد L نشان می دهیم که از رابطه 

باید برای  بازه افق شرعی،   H اینکه هر قطار در با توجه به  می‌آید. 

اقامه نماز مسافرین توقف کند،  حداکثر تعداد حالات توقف قطارها 

در بازه‌های افق شرعی برای یک توالی اعزام، برابر LH.n خواهد بود. 
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)بدون در نظر گرفتن حالات مربوط به فاصله بین زمان اعزام قطارهای 
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متوالی( بر حسب پارامترهای مسئله برابر 

مسئله زمانبندی جریان کارگاهی با بیش از دو مرحله، در رده مسائل 

NP-Hard قرار می‌گیرد ]Pinedo, 2008[. در نتیجه برای حالتی که 

 ‌)n≥2( و حداقل 2 قطار )‏m≥3تعداد ایستگاههای مسیر حداقل 3 )‏

جهت زمانبندی وجود داشته باشد، مسئله در شرایط NP-Hard است. 

با توجه به اینکه ابعاد مسائل واقعی در شبکه‌های ریلی همواره بسیار 

بزرگ تر از آستانه‌های گفته شده است، مسئله مورد بررسی در این 

برنامه‌ریزی  مسائل  حل  برای  است.   NP-Hard رده  در  نیز  تحقیق 
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جدول4.پارامترهای نمونه مسائل تصادفی

عرفان حسن ‌نایبی، فریدون کیانفر، آرمان ساجدی نژاد
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گیگابایت  ویندوز7، حافظه 4  عامل  با سيستم  ای  رایانه  از  ریاضی، 

مسائل  حل  برای  است.  شده  استفاده  گیگاهرتز  پردازشگر3.3   و 

برنامه‌ریزی عددصحیح از نرم افزار بهینه سازی CPLEX12.1 استفاده 

شده است. نتایج حل نمونه مسائل تصادفی در ابعاد کوچک در جدول 

5، خلاصه شده است. در این مسائل، با بکارگیری نامساویهای معتبر، 

به طور متوسط حدود 25 درصد کاهش زمان حل بوجود آمده است. 

همچنین در حالت وجود نامساویهای معتبر، جواب بهینه تمامی نمونه 

مسائل در ابعاد کوچک در زمانی کمتر از 5 دقیقه به دست آمده است. 

در مسائل با ابعاد متوسط، زمان حل به طور قابل ملاحظه ای افزایش 

نمونه  تمامی  بهینه  جواب  معتبر،  نامساویهای  بکارگیری  با  اما  یافته 

مسائل در زمانی کمتر از 2 ساعت به دست آمده است. در نمونه مسائل 

با ابعاد متوسط، میزان کاهش زمان حل نیز با بکارگیری نامساویهای 

معتبر به طور متوسط حدود 24درصد بوده است

ساعت   2 گذشت  از  بعد  بزرگ،  ابعاد  با  مسائل  از  یک  هیچ  در 

مدل  حل  که  می‌شود  پیش‌بینی  و  نشد  دستیابی  بهینه  جواب  به 

 m>25 و   n>20 از  تر  بزرگ  ابعادی  با  عددصحیح  برنامه‌ریزی 

ابتکاری  روشهای  از  استفاده  و  نبوده  ممکن  پذیرفتنی  زمان  در 

مسائل  در  اینکه  به  توجه  با  اما  است.  عملی  گزینه  فراابتکاری  و 

قطار  بازه حرکت هر  دلیل  به  قطارها  اعزام  توالی  معمولا  واقعی، 

از مبدا، ثابت فرض می‌شود، کاربرد مدل برنامه‌ریزی عددصحیح 

ارائه شده در مسائل با ابعاد بزرگ می‌تواند در یافتن برنامه توقف 

بهینه قطارها در بازه‌های افق شرعی، تخصیص خطوط و سکوها 

به ایستگاهها و همچنین تعیین سرفاصله زمانی مناسب بین اعزام 

قطارها از مبدا با هدف استفاده هرچه بهتر از ظرفیت منابع ریلی 

باعث  قطارها  اعزام  توالی  بودن  مشخص  فرض  باشد.  موجود 

عددصحیح  برنامه‌ریزی  مدل  حل  زمان  ملاحظه  قابل  کاهش 

مسائل  در  عددصحیح  برنامه‌ریزی  مدل  حل  زمان  نتایج  می‌شود. 

با ابعاد بزرگ )نمونه مسائل 31 الی 45(، با فرض مشخص بودن 
جدول5. نتایج حل نمونه مسائل تصادفیدر ابعاد کوچک 
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 ابعاد کوچک  درنتایج حل نمونه مسائل تصادفی .5جدول
 درصد کاهش زمان حل

 ی معتبرنامساویهااز بکارگیری 

 شماره مسئله CPLEX+ CPLEX CPLEX ی معتبرنامساویها
 مقدار بهینه تابع هدف )دقیقه( (ثانیهزمان حل) (ثانیهزمان حل)

20.01% 1,15 1,11 531 1 
2.32% 1,13 1,15 313 2 
99.99% 1,11 1,12 413 3 
52.85% 1,21 1,54 351 4 
1.24% 1,13 1,14 331 5 
2.25% 3,33 3,11 433 1 
20.35% 1,23 3,55 455 3 
04.59% 12,13 11,12 451 1 
21.29% 13,43 31,52 434 3 
24.15% 13,13 11,23 432 11 
09.12% 41,52 121,14 352 11 
99.22% 14,13 21,13 453 12 
95.44% 311,43 411,33 513 13 
08.30% 225,35 313,33 513 14 
01.25% 53,43 31,32 513 15 
 میانگین  35,33 51,12 04.3%
استانداردانحراف   131,14 31,42 21.99%  

 
 نتایج حل نمونه مسائل تصادفی در ابعاد متوسط .1جدول

 درصد کاهش زمان حل
 ی معتبرنامساویهااز بکارگیری 

 CPLEX+  CPLEX CPLEX ی معتبرنامساویها
 شماره مسئله

 مقدار بهینه تابع هدف )دقیقه( (ثانیهزمان حل) (ثانیهزمان حل)
3.00% 1331,51 1312,24 111 11 
24.51% 4411,35 5244,31 533 13 
21.02% 333,35 411,13 131 11 
95.21% 1133,43 1531,33 155 13 
08.15% 2153,41 4111,44 111 21 
0.50% 1111,21 1343,11 331 21 
45.02% 1511,35 2351,24 333 22 
42.03% 311,11 1112,31 112 23 

 24 141 1ساعت 2بیش از  5323,34 (N0نامشخص )
5.14% 4323,51 5115,31 151 25 
91.10% 2453,54 3343,34 313 21 
N 3114,44  23 341 ساعت 2بیش از 

02.20% 333,31 1233,14 335 21 
29.84% 5231,14 1121,43 1133 23 
94.48% 111,12 313,12 1121 31 
 میانگین  2331,12 2133,43 09.32%
 انحراف استاندارد  1113,11 1131,11 29.10%

 CPLEXبودن درصد کاهش زمان حل به دلیل عدم یافتن جواب بهینه در نرم افزار نامشخص )2(تا دو ساعت پس از شروع بهینه سازی به جواب بهینه دست نیافته است،  )1(
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جدول6. نتایج حل نمونه مسائل تصادفی در ابعاد متوسط
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 ابعاد کوچک  درنتایج حل نمونه مسائل تصادفی .5جدول
 درصد کاهش زمان حل

 ی معتبرنامساویهااز بکارگیری 

 شماره مسئله CPLEX+ CPLEX CPLEX ی معتبرنامساویها
 مقدار بهینه تابع هدف )دقیقه( (ثانیهزمان حل) (ثانیهزمان حل)

20.01% 1,15 1,11 531 1 
2.32% 1,13 1,15 313 2 
99.99% 1,11 1,12 413 3 
52.85% 1,21 1,54 351 4 
1.24% 1,13 1,14 331 5 
2.25% 3,33 3,11 433 1 
20.35% 1,23 3,55 455 3 
04.59% 12,13 11,12 451 1 
21.29% 13,43 31,52 434 3 
24.15% 13,13 11,23 432 11 
09.12% 41,52 121,14 352 11 
99.22% 14,13 21,13 453 12 
95.44% 311,43 411,33 513 13 
08.30% 225,35 313,33 513 14 
01.25% 53,43 31,32 513 15 
 میانگین  35,33 51,12 04.3%
استانداردانحراف   131,14 31,42 21.99%  

 
 نتایج حل نمونه مسائل تصادفی در ابعاد متوسط .1جدول

 درصد کاهش زمان حل
 ی معتبرنامساویهااز بکارگیری 

 CPLEX+  CPLEX CPLEX ی معتبرنامساویها
 شماره مسئله

 مقدار بهینه تابع هدف )دقیقه( (ثانیهزمان حل) (ثانیهزمان حل)
3.00% 1331,51 1312,24 111 11 
24.51% 4411,35 5244,31 533 13 
21.02% 333,35 411,13 131 11 
95.21% 1133,43 1531,33 155 13 
08.15% 2153,41 4111,44 111 21 
0.50% 1111,21 1343,11 331 21 
45.02% 1511,35 2351,24 333 22 
42.03% 311,11 1112,31 112 23 

 24 141 1ساعت 2بیش از  5323,34 (N0نامشخص )
5.14% 4323,51 5115,31 151 25 
91.10% 2453,54 3343,34 313 21 
N 3114,44  23 341 ساعت 2بیش از 

02.20% 333,31 1233,14 335 21 
29.84% 5231,14 1121,43 1133 23 
94.48% 111,12 313,12 1121 31 
 میانگین  2331,12 2133,43 09.32%
 انحراف استاندارد  1113,11 1131,11 29.10%

 CPLEXبودن درصد کاهش زمان حل به دلیل عدم یافتن جواب بهینه در نرم افزار نامشخص )2(تا دو ساعت پس از شروع بهینه سازی به جواب بهینه دست نیافته است،  )1(

 
توالی اعزام، در جدول 7 آمده شده است. نتایج نشان می‌دهد که 

با بکارگیری نامساویهای معتبر در نرم‏افزار CPLEX مسائل با ابعاد 

زمانی  در  نیز  قطارها  اعزام  توالی  بودن  مشخص  فرض  با  بزرگ 

کمتر از 2 ساعت قابل حل هستند. 

6. مطالعه موردی 
حدود یک چهارم شبکه ریلی کشور شامل خطوط تهران- مشهد، تهران- 

محمدیه، بافق- بندرعباس و قطعه ملکی- کرج از خط تهران- تبریز، 

به صورت دوخطه است. در این تحقیق زمانبندی قطارهای مسیرهای 

دو خطه تهران– گرمسار و تهران– محمدیه به عنوان مطالعه موردی 

انتخاب شده اند. زمانهای توقف برنامه‌ای قطارها در تمام ایستگاهها 

برابر 0 در نظر گرفته شده است. تعداد کلاس های سرعت در مسیر 

تهران- محمدیه برابر Q=4 و در مسیر تهران-گرمسار برای Q=5 است. 

تعداد قطارها در کلاس های سرعت در مسیرهای تهران-محمدیه و 

تهران-گرمسار در جدول 8، خلاصه شده است. اطلاعات ایستگاههای 

مسیر تهران- محمدیه و تهران-گرمسار در فصل زمستان در جدول 9 و 

جدول 11 و اطلاعات زمانهای سیر در بلاک‌های مسیر تهران- محمدیه 

و تهران-گرمسار نیز درجدول 10 و جدول 12 آمده است.نتایج حل 

مسئله زمانبندی حرکت قطارها در مسیرهای تهران – محمدیه و تهران 

–گرمسار در جدول 13 آمده است. 

مطابق نتایج جدول 13، تاثیر بکارگیری نامساویهای معتبر در کاهش زمان 

حل دقیق مسائل برنامه‌ریزی عددصحیح قابل ملاحظه و به طور میانگین 

حدود 53 درصد بوده است. 

اعتبارسنجی  پیشنهادی و  از مدل  مقایسه جواب‌های حاصل  جهت 

نتایج، از برنامه زمانبندی تهیه شده در راه‌آهن ج.ا.ا استفاده می‌شود. 

تهران-محمدیه  دوخطه  مسیر  در  قطارها  برنامه‌ای  حرکت  گراف 

عرفان حسن ‌نایبی، فریدون کیانفر، آرمان ساجدی نژاد
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جدول7. نتایج حل نمونه مسائل تصادفی با ابعاد بزرگ با فرض مشخص بودن توالی اعزام قطارها

جدول8. تعداد قطارها در کلاس های سرعت در مسیرهای تهران-محمدیه و تهران-گرمسار

جدول9. اطلاعات ایستگاههای مسیر تهران- محمدیه
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 ریزیبرنامهحل مدل شود که می بینینشد و پیش یابیدستساعت به جواب بهینه 2ت شمسائل با ابعاد بزرگ، بعد از گذدر هیچیک از 
ممکن نبوده و استفاده از روشهای ابتکاری و فراابتکاری گزینه  پذیرفتنیدر زمان  m<25و  n<20از  بزرگ ترعددصحیح با ابعادی 

، شودمیثابت فرض  به دلیل بازه حرکت هر قطار از مبدا،معمولا توالی اعزام قطارها ،با توجه به اینکه در مسائل واقعیاما عملی است. 
، افق شرعی هایبازهیافتن برنامه توقف بهینه قطارها در  د درتوانمیدر مسائل با ابعاد بزرگ عددصحیح ارائه شده ریزیبرنامهکاربرد مدل 

و همچنین تعیین سرفاصله زمانی مناسب بین اعزام قطارها از مبدا با هدف استفاده هرچه بهتر از  ایستگاههاتخصیص خطوط و سکوها به 
 ریزیبرنامهمدل کاهش قابل ملاحظه زمان حل باعث  اعزام قطارها ظرفیت منابع ریلی موجود باشد. فرض مشخص بودن توالی

(، با فرض مشخص 45الی  31ائل با ابعاد بزرگ )نمونه مسائل عددصحیح در مس ریزیبرنامهنتایج زمان حل مدل  .شودمیعددصحیح 
مسائل با ابعاد CPLEXمعتبر در نرم افزار  ینامساویهابکارگیری  با که دهدمینتایج نشان شده است. آمده3جدولدر ،بودن توالی اعزام

 ساعت قابل حل هستند.  2نیز در زمانی کمتر از  اعزامقطارهایبافرضمشخصبودنتوالبزرگ 
 
 

 با فرض مشخص بودن توالی اعزام قطارها نتایج حل نمونه مسائل تصادفی با ابعاد بزرگ .3جدول
 درصد کاهش زمان حل

 ی معتبرنامساویهااز بکارگیری 

 شماره مسئله CPLEX+ CPLEX CPLEX ی معتبرنامساویها
 مقدار بهینه تابع هدف )دقیقه( (ثانیهزمان حل) (ثانیهزمان حل)

02.02% 333,31 515,15 1153 31 
9.92% 314,3 321,33 1213 32 
90.01% 231,14 451,13 1335 33 
58.82% 221,55 535,35 1332 34 
23.98% 12,53 112,33 1153 35 
4.21% 413,21 514,3 1321 31 
00.40% 112,31 145,13 1531 33 
29.81% 111,33 125,15 1533 31 
20.52% 111,12 121,3 1311 33 
22.45% 213,32 245,11 1311 41 
50.29% 152,23 1413,31 1451 41 
95.09% 533,15 111,12 1133 42 
2.10% 5212,13 5351,3 1433 43 
94.40% 1333,53 3121,41 1333 44 
N 5331,1  45 1535 ساعت 2بیش از 

 میانگین  1115,55 333,11 09.30%
استاندارد انحراف  1411,11 1333,33 28.20%  

 
 
 مطالعه موردی.0

 -کرج از خط تهران -یبندرعباس و قطعه ملک -بافق، هیمحمد -تهران،مشهد -شامل خطوط تهرانکشور یلیچهارم شبکه ر کحدودی
 مطالعهبه عنوان محمدیه  –و تهران گرمسار–مسیرهای دو خطه تهراندر این تحقیق زمانبندی قطارهای .استدوخطهبه صورت ،زیتبر

در تعداد کلاس های سرعت در نظر گرفته شده است.  1برابر  ایستگاههاقطارها در تمام  ایبرنامهتوقف  یزمانها.شده اندموردی انتخاب 
-هوتهرانیمحمد-تهرانیرهایسرعتدرمسیتعدادقطارهادرکلاسها.استQ=5گرمسار برای -و در مسیر تهرانQ=4برابر محمدیه  -مسیر تهران
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و  3جدولگرمسار در فصل زمستان در-محمدیه و تهران -ی مسیر تهرانایستگاههااطلاعات خلاصه شده است.، 1جدولدر  گرمسار
 جدگرمسار نیز در-و تهران هیمحمد -رتهرانیمسیهابلاکردریسیزمانهااطلاعاتو11جدول
 مده است.آ .Error! Unknown switch argumentو  11جدول

 
 گرمسار-تهرانو  هیمحمد-تهرانتعداد قطارها در کلاس های سرعت در مسیرهای  .1جدول

 سرعت هر کلاس قطارها درتعداد  2کلاس  0کلاس  9کلاس  4کلاس  5کلاس 

 محمدیه-مسیر تهران 2   1 24 1 0  

 گرمسار-مسیر تهران 2   15 2   2   -

 
 محمدیه -مسیر تهران یایستگاههااطلاعات  .3جدول

اهشماره ایستگ  
تعداد کل 

 خطوط
تعداد 
 سکوها

زمان اذان 
 صبح

اقامه انتهای بازه 
 نماز صبح

زمان اذان 
 ظهر

اقامه نماز انتهای بازه 
 ظهر/عصر

زمان اذان 
 مغرب

اقامه نماز انتهای بازه 
 مغرب/عشاء

 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 2 2 تهران
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 1 2 تپه سفید
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 2 2 اسلامشهر
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 2 2 فرودگاه
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 2 2 نمکزار
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 1 2 محمدیه

 
 محمدیه -ی مسیر تهرانهابلاکسیر در  یزمانهااطلاعات  .11جدول

 4کلاس  9کلاس  0کلاس  2کلاس  )دقیقه( سیر یزمانها/ بلاک

 32 31 31 24 تپه سفید -تهران

 33 31 31 24 اسلامشهر -تپه سفید

 13 13 13 13 فرودگاه -اسلامشهر

 15 15 15 11 نمکزار -فرودگاه

 15 15 14 12 محمدیه -نمکزار

 
 گرمسار -مسیر تهران یایستگاههااطلاعات  .11جدول

اهشماره ایستگ  
تعداد کل 

 خطوط
تعداد 
 سکوها

زمان اذان 
 صبح

اقامه انتهای بازه 
 صبحنماز 

زمان اذان 
 ظهر

اقامه نماز انتهای بازه 
 ظهر/عصر

زمان اذان 
 مغرب

اقامه نماز انتهای بازه 
 مغرب/عشاء

 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 3 3 تهران
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 1 2 ری
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 3 3 بهرام

 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 2 2 ورامین
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 3 4 پیشوا
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 1 2 ابردژ
 21:35 11:35 14:15 12:15 5:21 4:35 1 2 کویر

 21:35 11:35 14:15 12:15 5:21 4:35 3 5 گرمسار
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و  3جدولگرمسار در فصل زمستان در-محمدیه و تهران -ی مسیر تهرانایستگاههااطلاعات خلاصه شده است.، 1جدولدر  گرمسار
 جدگرمسار نیز در-و تهران هیمحمد -رتهرانیمسیهابلاکردریسیزمانهااطلاعاتو11جدول
 مده است.آ .Error! Unknown switch argumentو  11جدول

 
 گرمسار-تهرانو  هیمحمد-تهرانتعداد قطارها در کلاس های سرعت در مسیرهای  .1جدول

 سرعت هر کلاس قطارها درتعداد  2کلاس  0کلاس  9کلاس  4کلاس  5کلاس 

 محمدیه-مسیر تهران 2   1 24 1 0  

 گرمسار-مسیر تهران 2   15 2   2   -

 
 محمدیه -مسیر تهران یایستگاههااطلاعات  .3جدول

اهشماره ایستگ  
تعداد کل 

 خطوط
تعداد 
 سکوها

زمان اذان 
 صبح

اقامه انتهای بازه 
 نماز صبح

زمان اذان 
 ظهر

اقامه نماز انتهای بازه 
 ظهر/عصر

زمان اذان 
 مغرب

اقامه نماز انتهای بازه 
 مغرب/عشاء

 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 2 2 تهران
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 1 2 تپه سفید
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 2 2 اسلامشهر
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 2 2 فرودگاه
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 2 2 نمکزار
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 1 2 محمدیه

 
 محمدیه -ی مسیر تهرانهابلاکسیر در  یزمانهااطلاعات  .11جدول

 4کلاس  9کلاس  0کلاس  2کلاس  )دقیقه( سیر یزمانها/ بلاک

 32 31 31 24 تپه سفید -تهران

 33 31 31 24 اسلامشهر -تپه سفید

 13 13 13 13 فرودگاه -اسلامشهر

 15 15 15 11 نمکزار -فرودگاه

 15 15 14 12 محمدیه -نمکزار

 
 گرمسار -مسیر تهران یایستگاههااطلاعات  .11جدول

اهشماره ایستگ  
تعداد کل 

 خطوط
تعداد 
 سکوها

زمان اذان 
 صبح

اقامه انتهای بازه 
 صبحنماز 

زمان اذان 
 ظهر

اقامه نماز انتهای بازه 
 ظهر/عصر

زمان اذان 
 مغرب

اقامه نماز انتهای بازه 
 مغرب/عشاء

 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 3 3 تهران
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 1 2 ری
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 3 3 بهرام

 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 2 2 ورامین
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 3 4 پیشوا
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 1 2 ابردژ
 21:35 11:35 14:15 12:15 5:21 4:35 1 2 کویر

 21:35 11:35 14:15 12:15 5:21 4:35 3 5 گرمسار
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و  3جدولگرمسار در فصل زمستان در-محمدیه و تهران -ی مسیر تهرانایستگاههااطلاعات خلاصه شده است.، 1جدولدر  گرمسار
 جدگرمسار نیز در-و تهران هیمحمد -رتهرانیمسیهابلاکردریسیزمانهااطلاعاتو11جدول
 مده است.آ .Error! Unknown switch argumentو  11جدول

 
 گرمسار-تهرانو  هیمحمد-تهرانتعداد قطارها در کلاس های سرعت در مسیرهای  .1جدول

 سرعت هر کلاس قطارها درتعداد  2کلاس  0کلاس  9کلاس  4کلاس  5کلاس 

 محمدیه-مسیر تهران 2   1 24 1 0  

 گرمسار-مسیر تهران 2   15 2   2   -

 
 محمدیه -مسیر تهران یایستگاههااطلاعات  .3جدول

اهشماره ایستگ  
تعداد کل 

 خطوط
تعداد 
 سکوها

زمان اذان 
 صبح

اقامه انتهای بازه 
 نماز صبح

زمان اذان 
 ظهر

اقامه نماز انتهای بازه 
 ظهر/عصر

زمان اذان 
 مغرب

اقامه نماز انتهای بازه 
 مغرب/عشاء

 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 2 2 تهران
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 1 2 تپه سفید
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 2 2 اسلامشهر
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 2 2 فرودگاه
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 2 2 نمکزار
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 1 2 محمدیه

 
 محمدیه -ی مسیر تهرانهابلاکسیر در  یزمانهااطلاعات  .11جدول

 4کلاس  9کلاس  0کلاس  2کلاس  )دقیقه( سیر یزمانها/ بلاک

 32 31 31 24 تپه سفید -تهران

 33 31 31 24 اسلامشهر -تپه سفید

 13 13 13 13 فرودگاه -اسلامشهر

 15 15 15 11 نمکزار -فرودگاه

 15 15 14 12 محمدیه -نمکزار

 
 گرمسار -مسیر تهران یایستگاههااطلاعات  .11جدول

اهشماره ایستگ  
تعداد کل 

 خطوط
تعداد 
 سکوها

زمان اذان 
 صبح

اقامه انتهای بازه 
 صبحنماز 

زمان اذان 
 ظهر

اقامه نماز انتهای بازه 
 ظهر/عصر

زمان اذان 
 مغرب

اقامه نماز انتهای بازه 
 مغرب/عشاء

 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 3 3 تهران
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 1 2 ری
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 3 3 بهرام

 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 2 2 ورامین
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 3 4 پیشوا
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 1 2 ابردژ
 21:35 11:35 14:15 12:15 5:21 4:35 1 2 کویر

 21:35 11:35 14:15 12:15 5:21 4:35 3 5 گرمسار
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و  3جدولگرمسار در فصل زمستان در-محمدیه و تهران -ی مسیر تهرانایستگاههااطلاعات خلاصه شده است.، 1جدولدر  گرمسار
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 محمدیه-مسیر تهران 2   1 24 1 0  

 گرمسار-مسیر تهران 2   15 2   2   -

 
 محمدیه -مسیر تهران یایستگاههااطلاعات  .3جدول
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 ظهر/عصر

زمان اذان 
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 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 2 2 اسلامشهر
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 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 2 2 نمکزار
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 محمدیه -ی مسیر تهرانهابلاکسیر در  یزمانهااطلاعات  .11جدول

 4کلاس  9کلاس  0کلاس  2کلاس  )دقیقه( سیر یزمانها/ بلاک

 32 31 31 24 تپه سفید -تهران

 33 31 31 24 اسلامشهر -تپه سفید

 13 13 13 13 فرودگاه -اسلامشهر

 15 15 15 11 نمکزار -فرودگاه

 15 15 14 12 محمدیه -نمکزار

 
 گرمسار -مسیر تهران یایستگاههااطلاعات  .11جدول
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 صبح

اقامه انتهای بازه 
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 ظهر/عصر

زمان اذان 
 مغرب

اقامه نماز انتهای بازه 
 مغرب/عشاء

 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 3 3 تهران
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 1 2 ری
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 3 3 بهرام

 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 2 2 ورامین
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 3 4 پیشوا
 21:31 11:31 14:11 12:11 5:15 4:31 1 2 ابردژ
 21:35 11:35 14:15 12:15 5:21 4:35 1 2 کویر

 21:35 11:35 14:15 12:15 5:21 4:35 3 5 گرمسار
 

 
 

17 
 

 گرمسار -ی مسیر تهرانهابلاکسیر در  یزمانهااطلاعات  .12جدول
 )دقیقه( سیر یزمانهابلاک/  2کلاس  0کلاس  9کلاس  4کلاس  5کلاس 

 ری -تهران 11 11 13 13 29

 بهرام -ری 3 3 13 13 29

 ورامین -بهرام 1 1 13 14 24

 پیشوا -ورامین 5 5 1 3 3

 ابردژ -پیشوا 1 3 3 3 3

 کویر -ابردژ 11 11 14 14 24

 گرمسار-کویر 12 12 11 11 20

 

، 13جدولمطابق نتایج آمده است.13جدولدر  گرمسار–تهران  و هیمحمد–تهراننتایج حل مسئله زمانبندی حرکت قطارها در مسیرهای 
 %53میانگین حدود  به طورعددصحیح قابل ملاحظه و  ریزیبرنامه معتبر در کاهش زمان حل دقیق مسائل ینامساویهاتاثیر بکارگیری 

 . بوده است
 

 عددصحیح ریزیبرنامهحلمسائل.13جدول

 m n مسئله
CPLEX CPLEX معتبر ینامساویهاCPLEX+ درصد کاهش زمان حل 

 (ثانیهزمان حل) (ثانیهزمان حل) مقدار بهینه تابع هدف )دقیقه( معتبر ینامساویهابا
هیمحمد–تهران  1 21 313 2,5 2,2 12,11% 
تهران -هیمحمد  1 21 353 1,31 1,31 44,32% 
گرمسار-تهران   1 31 555 114,52 11,13 13,35% 

تهران -گرمسار  1 31 533 414,13 124,13 13,21% 
   میانگین

 211,21 41,11 

 
شود. ج.ا.ا استفاده می آهنراههای حاصل از مدل پیشنهادی و اعتبارسنجی نتایج، از برنامه زمانبندی تهیه شده در جهت مقایسه جواب

نشان داده شده است.  .Error! Unknown switch argumentمحمدیه در -قطارها در مسیر دوخطه تهران ایبرنامهگراف حرکت 
ریزی عددصحیح، به ترتیب برای مسیر های بهینه حاصل از مدل برنامهبرداری از ظرفیت تئوری خطوط، جواباز دیدگاه حداکثر بهره

اند. بهبود حاصل شده آهن ج.ا.ا، بهبود یافتهنسبت به وضعیت فعلی در راه %31,14و  %33,14محمدیه در حدود  -تهران بازگشترفت و 
 ی توقف برای اقامه نماز است.ایستگاههابه دلیل یافتن توالی بهینه اعزام قطارها از مبدا و مقصد مسیر و تعیین مناسب 

 

 
 محمدیه-زمان جواب بهینه برای مسیر تهران –گراف ایستگاه  .4شکل
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 گرمسار -ی مسیر تهرانهابلاکسیر در  یزمانهااطلاعات  .12جدول
 )دقیقه( سیر یزمانهابلاک/  2کلاس  0کلاس  9کلاس  4کلاس  5کلاس 

 ری -تهران 11 11 13 13 29

 بهرام -ری 3 3 13 13 29

 ورامین -بهرام 1 1 13 14 24

 پیشوا -ورامین 5 5 1 3 3

 ابردژ -پیشوا 1 3 3 3 3

 کویر -ابردژ 11 11 14 14 24

 گرمسار-کویر 12 12 11 11 20

 

، 13جدولمطابق نتایج آمده است.13جدولدر  گرمسار–تهران  و هیمحمد–تهراننتایج حل مسئله زمانبندی حرکت قطارها در مسیرهای 
 %53میانگین حدود  به طورعددصحیح قابل ملاحظه و  ریزیبرنامه معتبر در کاهش زمان حل دقیق مسائل ینامساویهاتاثیر بکارگیری 

 . بوده است
 

 عددصحیح ریزیبرنامهحلمسائل.13جدول
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CPLEX CPLEX معتبر ینامساویهاCPLEX+ درصد کاهش زمان حل 

 (ثانیهزمان حل) (ثانیهزمان حل) مقدار بهینه تابع هدف )دقیقه( معتبر ینامساویهابا
هیمحمد–تهران  1 21 313 2,5 2,2 12,11% 
تهران -هیمحمد  1 21 353 1,31 1,31 44,32% 
گرمسار-تهران   1 31 555 114,52 11,13 13,35% 

تهران -گرمسار  1 31 533 414,13 124,13 13,21% 
   میانگین

 211,21 41,11 

 
شود. ج.ا.ا استفاده می آهنراههای حاصل از مدل پیشنهادی و اعتبارسنجی نتایج، از برنامه زمانبندی تهیه شده در جهت مقایسه جواب

نشان داده شده است.  .Error! Unknown switch argumentمحمدیه در -قطارها در مسیر دوخطه تهران ایبرنامهگراف حرکت 
ریزی عددصحیح، به ترتیب برای مسیر های بهینه حاصل از مدل برنامهبرداری از ظرفیت تئوری خطوط، جواباز دیدگاه حداکثر بهره

اند. بهبود حاصل شده آهن ج.ا.ا، بهبود یافتهنسبت به وضعیت فعلی در راه %31,14و  %33,14محمدیه در حدود  -تهران بازگشترفت و 
 ی توقف برای اقامه نماز است.ایستگاههابه دلیل یافتن توالی بهینه اعزام قطارها از مبدا و مقصد مسیر و تعیین مناسب 

 

 
 محمدیه-زمان جواب بهینه برای مسیر تهران –گراف ایستگاه  .4شکل

 

عرفان حسن ‌نایبی، فریدون کیانفر، آرمان ساجدی نژاد
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 گرمسار -ی مسیر تهرانهابلاکسیر در  یزمانهااطلاعات  .12جدول
 )دقیقه( سیر یزمانهابلاک/  2کلاس  0کلاس  9کلاس  4کلاس  5کلاس 

 ری -تهران 11 11 13 13 29

 بهرام -ری 3 3 13 13 29

 ورامین -بهرام 1 1 13 14 24

 پیشوا -ورامین 5 5 1 3 3

 ابردژ -پیشوا 1 3 3 3 3

 کویر -ابردژ 11 11 14 14 24

 گرمسار-کویر 12 12 11 11 20

 

، 13جدولمطابق نتایج آمده است.13جدولدر  گرمسار–تهران  و هیمحمد–تهراننتایج حل مسئله زمانبندی حرکت قطارها در مسیرهای 
 %53میانگین حدود  به طورعددصحیح قابل ملاحظه و  ریزیبرنامه معتبر در کاهش زمان حل دقیق مسائل ینامساویهاتاثیر بکارگیری 

 . بوده است
 

 عددصحیح ریزیبرنامهحلمسائل.13جدول

 m n مسئله
CPLEX CPLEX معتبر ینامساویهاCPLEX+ درصد کاهش زمان حل 

 (ثانیهزمان حل) (ثانیهزمان حل) مقدار بهینه تابع هدف )دقیقه( معتبر ینامساویهابا
هیمحمد–تهران  1 21 313 2,5 2,2 12,11% 
تهران -هیمحمد  1 21 353 1,31 1,31 44,32% 
گرمسار-تهران   1 31 555 114,52 11,13 13,35% 

تهران -گرمسار  1 31 533 414,13 124,13 13,21% 
   میانگین

 211,21 41,11 

 
شود. ج.ا.ا استفاده می آهنراههای حاصل از مدل پیشنهادی و اعتبارسنجی نتایج، از برنامه زمانبندی تهیه شده در جهت مقایسه جواب

نشان داده شده است.  .Error! Unknown switch argumentمحمدیه در -قطارها در مسیر دوخطه تهران ایبرنامهگراف حرکت 
ریزی عددصحیح، به ترتیب برای مسیر های بهینه حاصل از مدل برنامهبرداری از ظرفیت تئوری خطوط، جواباز دیدگاه حداکثر بهره

اند. بهبود حاصل شده آهن ج.ا.ا، بهبود یافتهنسبت به وضعیت فعلی در راه %31,14و  %33,14محمدیه در حدود  -تهران بازگشترفت و 
 ی توقف برای اقامه نماز است.ایستگاههابه دلیل یافتن توالی بهینه اعزام قطارها از مبدا و مقصد مسیر و تعیین مناسب 

 

 
 محمدیه-زمان جواب بهینه برای مسیر تهران –گراف ایستگاه  .4شکل
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 تهران -زمان جواب بهینه برای مسیر محمدیه –گراف ایستگاه . 5شکل

 

 
 ج.ا.ا آهنراهمحمدیه در -تهیه شده در مسیر دوخطه تهران ایبرنامهگراف حرکت  .1شکل

 
 تحقیقات آتیپیشنهاد و  بندیجمع.1

احداث خطوط ریلی جدید، بکارگیری روشهای مناسب جهت تحلیل حداکثر ظرفیت خطوط ریلی و  زیادهای بسیار با توجه به هزینه
عددصحیح  ریزیبرنامهیک مدل در این تحقیق، در اولویت قرار دارد. ،استفاده بهینه از ظرفیت موجود بدون نیاز به احداث خطوط جدید

مدل شد.  ارائهدر یک محور دوخطه  های ریلیزیرساختظرفیت  از برداریبهرهبیشترین زمانبندی عملیاتی با هدف  تولید برنامه برای
، تخصیص قطارها به خطوط و سکوهای ی متوالیبین اعزام قطارها سرفاصلهتوالی اعزام قطارها، متغیرهای شامل زمانبندی ارائه شده 

چندین عدد صحیح  ریزیبرنامهبرای کاهش زمان حل مدل .استافق شرعی  هایبازهو همچنین برنامه توقف قطارها در  ایستگاهها
عددصحیح ارائه شده، تعدادی نمونه مسئله تصادفی در ابعاد  ریزیبرنامهکاربرد مدل  بررسیجهت . شد ارائهمعتبر  ینامساویهادسته

تنها در  CPLEXنرم افزار معتبر در  ینامساویهابکارگیری حل شد.  CPLEXشده و به کمک نرم افزار کوچک، متوسط و بزرگ تولید 
𝑛𝑛مسائل با ابعاد کوچک و متوسط ) ≤ 20,𝑚𝑚 ≤ برای CPLEXنرم افزار ساعت بود. اما  2قادر به حل مسائل در زمانی کمتر از  (25

. در حالت خاصی که توالی اعزام قطارها مشخص باشد، نرم نیست، قادر به یافتن جواب بهینه در زمان پذیرفتنی بزرگ ترمسائل با ابعاد 
20قادر به یافتن جواب بهینه مسئله در مسائلی در ابعاد بزرگ ) CPLEXافزار  < 𝑛𝑛 ≤ 30,25 < 𝑚𝑚 ≤ در با توجه به اینکه  .است( 40
عددصحیح  ریزیبرنامهمدل  بنابراین،زمان اعزام، تا حدودی از قبل تعیین شده است،  هایمحدودیتبه دلیل توالی اعزام قطارها  عمل،

برنامه توقف قطارها، فاصله بین اعزام های متوالی و شامل کاربرد عملی در تعیین سایر متغیرهای برنامه زمانبندیدارای ارائه شده، 
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 تهران -زمان جواب بهینه برای مسیر محمدیه –گراف ایستگاه . 5شکل

 

 
 ج.ا.ا آهنراهمحمدیه در -تهیه شده در مسیر دوخطه تهران ایبرنامهگراف حرکت  .1شکل

 
 تحقیقات آتیپیشنهاد و  بندیجمع.1
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زمانبندی حرکت قطارها با هدف بهره‌برداری بهینه از مسیرهای ریلی دوخطه
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در شکل 6 نشان داده شده است. از دیدگاه حداکثر بهره‌برداری از 

ظرفیت تئوری خطوط، جواب‌های بهینه حاصل از مدل برنامه‌ریزی 

عددصحیح، به ترتیب برای مسیر رفت و بازگشت تهران-محمدیه 

در حدود  97.84 درصد و 91.04 درصد نسبت به وضعیت فعلی در 

راه‌آهن ج.ا.ا، بهبود یافته‌اند. بهبود حاصل شده به دلیل یافتن توالی 

بهینه اعزام قطارها از مبدا و مقصد مسیر و تعیین مناسب ایستگاههای 

توقف برای اقامه نماز است.

7. جمع‌بندی و پیشنهاد تحقیقات آتی
جدید،  ريلي  خطوط  احداث  زیاد  بسيار  هزينه‌هاي  به  توجه  با 

خطوط  ظرفيت  حداکثر  تحليل  جهت  مناسب  روشهاي  بکارگیری 

ریلی و استفاده بهينه از ظرفيت موجود بدون نياز به احداث خطوط 

جديد، در اولويت قرار دارد.

تولید  برای  عددصحیح  برنامه‌ریزی  مدل  یک  تحقیق،  این  در   

ظرفیت  از  بهره‌برداری  بیشترین  هدف  با  عملیاتی  زمانبندی  برنامه 

زیرساخت‌های ریلی در یک محور دوخطه ارائه شد. مدل زمانبندی 

ارائه شده شامل متغیرهای توالی اعزام قطارها، سرفاصله بین اعزام 

قطارهای متوالی، تخصیص قطارها به خطوط و سکوهای ایستگاهها 

است.  شرعی  افق  بازه‌های  در  قطارها  توقف  برنامه  همچنین  و 

برنامه‌ریزی عدد صحیح چندین دسته  برای کاهش زمان حل مدل 

نامساویهای معتبر ارائه شد. 

شده،  ارائه  عددصحیح  برنامه‌ریزی  مدل  کاربرد  بررسی  جهت 

بزرگ  و  متوسط  کوچک،  ابعاد  در  تصادفی  مسئله  نمونه  تعدادی 

بکارگیری  شد.  حل   CPLEX افزار  نرم  کمک  به  و  شده  تولید 

ابعاد  با  مسائل  در  تنها   CPLEX افزار  نرم  در  معتبر  نامساویهای 

در  مسائل  حل  به  قادر   
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متوسط  و  کوچک 

با  مسائل  برای   CPLEX افزار  نرم  اما  بود.  از 2 ساعت  کمتر  زمانی 

ابعاد بزرگ تر، قادر به یافتن جواب بهینه در زمان پذیرفتنی نیست. 

افزار  نرم  باشد،  قطارها مشخص  اعزام  توالی  که  در حالت خاصی 

CPLEX قادر به یافتن جواب بهینه مسئله در مسائلی در ابعاد بزرگ 

 است.
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 با توجه به اینکه در عمل، توالی اعزام قطارها به دلیل محدودیت‌های 

مدل  بنابراین،  است،  شده  تعیین  قبل  از  حدودی  تا  اعزام،  زمان 

تعیین  در  عملی  کاربرد  دارای  شده،  ارائه  عددصحیح  برنامه‌ریزی 

برنامه توقف قطارها، فاصله  برنامه زمانبندی شامل  متغیرهای  سایر 

بین اعزام های متوالی و تخصیص قطارها به خطوط ایستگاهها است. 

از روش‌های دقیق برای حل مسائل زمانبندی  از طرفی استفاده  اما 

حرکت قطارها در ابعاد واقعی در حالتی که توالی اعزام قطارها متغیر 

روشهای  از  استفاده  و  نداشته  را  لازم  کارآیی  باشد،  مسئله  تصمیم 

تقریبی و فراابتکاری گزینه عملی است. دو مسیر تهران– گرمسار و 

تهران– محمدیه نیز به عنوان مطالعات موردی برای ارزیابی مدل 

برنامه‌ریزی عددصحیح و محاسبه تاثیر نامساویهای معتبر در کاهش 

زمان حل دقیق مسئله انتخاب شدند. 

گرفتن  نظر  در  می‌تواند  آتی  تحقیقاتی  مهم  های  زمینه  از  یکی 

و  رفت  قطارهای  زمانبندی  وابستگی  باعث  که  باشد  شرایطی 

برگشت در مسیرهای دوخطه می‌شود. یکی از این فرضیات، امکان 

از بلاکهای  مسدودی بلاکهای دوخطه است. در شرایطی که یکی 

مسیر مسدود باشد، آنگاه بلاک دوخطه مشابه به یک بلاک تک‌خطه 

انجام  آن  روی  بازگشت  و  رفت  قطارهای  جریان  و  کرده  عمل 

این حالت جریان قطارهای رفت و برگشت  بنابراین، در  می‌شود. 

به هم وابسته می‌شود. در نتیجه در تحقیقات آتی می‌توان زمانبندی 

قطارهای رفت و بازگشت را در مسیرهای دوخطه در یک مدل به 

به  می‌توان  آتی  تحقیقاتی  های  زمینه  از  داد.  انجام  یکپارچه  طور 

ارائه یک برنامه زمانبندی دوره‌ای در تعیین ظرفیت عملی خطوط 

ریلی اشاره کرد.

 ارائه یک برنامه زمانبندی دوره ای، معیار مناسب‌تری در بررسی 

برنامه‌ریزی  مدل  همچنین  می‌کند.  ارائه  ریلی  خطوط  ظرفیت 

و  بوده  ریلی  شبکه  حالت  به  تعمیم  قابل  شده،  ارائه  عددصحیح 

عرفان حسن ‌نایبی، فریدون کیانفر، آرمان ساجدی نژاد
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ریلی  شبکه  یک  عملی  ظرفیت  حداکثر  تعیین  در  می‌توان  آن  از 

استفاده کرد. از دیگر زمینه‌های تحقیقاتی آتی می‌توان به استفاده از 

روش‌های فراابتکاری و همچنین ارائه روش‌های تعیین کران پایین 

برای حداکثر ظرفیت عملی در مسیرهای ریلی دوخطه اشاره کرد. 

برنامه‌ریزی  مدل‌های  در  دقیق  جواب  یافتن  دشواریهای  دلیل  به 

کران  آوردن  دست  به  عملی،  ظرفیت  تعیین  مسئله  برای  ریاضی 

پایین از اهمیت بالایی برخوردار است.

8. پی نوشت‌ها
1-	 Theoretical Capacity

2-	 Practical Capacity

3-	 International Union of Railways

4-	 Time-Space Network 

5-	 Hybrid Job Shop

6-	 Shifting Bottleneck Procedure

7-	 Tabu Search

8-	 Simulated Annealing

9-	 Best-Insertion-Heuristic

10-	 Hyper graph model

11-	 Multi commodity flow problem

12-	 Ant colony optimization

13-	 Greedy randomized adaptive search procedure

14-	 Variable neighborhood search

15-	 Headway

16-	 Flexible Flow Shop

17-	 No-wait

18-	 Machine Eligibility Restrictions

19-	 Independent Operation

20-	 Valid Inequality
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10. پیوست‌ها
در این بخش، اثبات نامساویهای معتبر ارائه شده در مدل برنامه‌ریزی 

عددصحیح تشریح می‌شود.

10-1 اثبات نامساوی معتبر )28(

اگر قطار sام در توالی در ایستگاه iام در بازه افق شرعی pام توقف 

داشته باشد، آنگاه داریم :
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 هاپیوست.22
 شود.ریزی عددصحیح تشریح میی معتبر ارائه شده در مدل برنامهنامساویهادر این بخش، اثبات 

 

 (08اثبات نامساوی معتبر ) -8-2
 ام توقف داشته باشد، آنگاه داریم :pام در بازه افق شرعی iام در توالی در ایستگاه sاگر قطار 

𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝          (33) 

زیرا  ،تواند توقف داشته باشدام نمیi-1ام در ایستگاه p+1ام در توالی، در بازه افق شرعی sتوان نشان داد که قطار به کمک رابطه زیر می
 . استزمان رسیدن قطار به ایستگاه، قبل از ابتدای بازه افق شرعی 

𝑐𝑐𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 ≤ 𝑑𝑑𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 < 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1 → 𝑐𝑐𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1 → 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 = 0  (41) 
 ام وجود نخواهد داشت.p+1ام در بازه افق شرعی sام، امکان توقف قطار iی قبل از ایستگاه ایستگاههابه همین ترتیب برای تمام 

 (03اثبات نامساوی معتبر ) -8-0
( برقرار است. 41( الی )43ام شده باشد آنگاه روابط )p+2ام و pهای افق شرعی نمازهای ام ملزم به توقف در بازهsاگر قطار در توالی 

 .هستندام p+2( مربوط به بازه افق شرعی 41( و )45ام و روابط )p( نیز مربوط به بازه افق شرعی 44( و )43روابط )
(41) 

{ 𝑑𝑑1𝑠𝑠 ≤ 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝
𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚 ≥ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑡𝑡𝑝𝑝

 (42) 
(43) 

{ 𝑑𝑑1𝑠𝑠 ≤ 𝐿𝐿𝑝𝑝+2,1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝+2
𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚 ≥ 𝑈𝑈𝑝𝑝+2,𝑚𝑚 − 𝑡𝑡𝑝𝑝+2

 (44) 
 حال باید نشان دهیم که با توجه به شرایط بالا، دو شرط زیر نیز برقرار است:

(45) 
{ d1s ≤ Lp+1,1 + tp+1
cms ≥ Up+1,m − tp+1

 (41) 
 ( را نشان داد.41( و )43روابط )توان به سادگی صحت برقراری ی افق شرعی، میزمانها( بین 51( و )43به کمک روابط )

(43) 
{𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑡𝑡𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑝𝑝+1,           ∀𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.       

𝑈𝑈𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 − 𝑡𝑡𝑝𝑝+1 > 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 > 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑡𝑡𝑝𝑝,      ∀𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.  (41) 
 (99الی ) (92یمعتبر )نامساویهااثبات  -8-9

ام هم بعد s+1ام از مبدا بعد از ابتدای زمان افق شرعی ایستگاه مبدا باشد، آنگاه زمان اعزام قطار sاگر زمان اعزام قطار ه، با توجه به رابط
,1از ابتدای زمان افق شرعی ایستگاه مبدا بوده و لذا متغیر  sp  .برابر صفر خواهد بود 

𝑑𝑑1,𝑠𝑠+1 > 𝑑𝑑1𝑠𝑠 > 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝                  (43) 

( بوده و از روی ارتباط بین زمان اعزام قطارهای متوالی از مبدا و زمان رسیدن 31(، مشابه اثبات رابطه )33(الی )31اثبات روابط )
 سادگی قابل بیان است.ه قطارهای متوالی به مقصد، ب

 

 (91الی ) (94یمعتبر )نامساویهااثبات  -8-4
ام از مبدا، بعد از ابتدای زمان افق شرعی ایستگاه مبدا باشد، آنگاه زمان اعزام این قطار نیز s(، اگر زمان اعزام قطار 52با توجه به رابطه )

spام خواهد بود و لذا متغیر p-1بعد از ابتدای بازه افق شرعی  ,1 .برابر صفر خواهد شد 
𝑑𝑑1𝑠𝑠 > 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝 > 𝐿𝐿𝑝𝑝−1,1 > 𝐿𝐿𝑝𝑝−1,1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝−1                      (51) 

 برقرار است. (، 33(الی )35روابط ) ( عینا برای34نامساوی ) اثباتاستدلال بکاررفته در 
 

 

                                                 )39(

به کمک رابطه زیر می‌توان نشان داد که قطار sام در توالی، در بازه 

باشد،  داشته  توقف  نمی‌تواند  ایستگاه i-1ام  در  افق شرعی p+1ام 

افق شرعی  بازه  ابتدای  از  قبل  ایستگاه،  به  قطار  رسیدن  زمان  زیرا 

است. 
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 (08اثبات نامساوی معتبر ) -8-2
 ام توقف داشته باشد، آنگاه داریم :pام در بازه افق شرعی iام در توالی در ایستگاه sاگر قطار 

𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝          (33) 

زیرا  ،تواند توقف داشته باشدام نمیi-1ام در ایستگاه p+1ام در توالی، در بازه افق شرعی sتوان نشان داد که قطار به کمک رابطه زیر می
 . استزمان رسیدن قطار به ایستگاه، قبل از ابتدای بازه افق شرعی 

𝑐𝑐𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 ≤ 𝑑𝑑𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 < 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1 → 𝑐𝑐𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1 → 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 = 0  (41) 
 ام وجود نخواهد داشت.p+1ام در بازه افق شرعی sام، امکان توقف قطار iی قبل از ایستگاه ایستگاههابه همین ترتیب برای تمام 

 (03اثبات نامساوی معتبر ) -8-0
( برقرار است. 41( الی )43ام شده باشد آنگاه روابط )p+2ام و pهای افق شرعی نمازهای ام ملزم به توقف در بازهsاگر قطار در توالی 

 .هستندام p+2( مربوط به بازه افق شرعی 41( و )45ام و روابط )p( نیز مربوط به بازه افق شرعی 44( و )43روابط )
(41) 

{ 𝑑𝑑1𝑠𝑠 ≤ 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝
𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚 ≥ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑡𝑡𝑝𝑝

 (42) 
(43) 

{ 𝑑𝑑1𝑠𝑠 ≤ 𝐿𝐿𝑝𝑝+2,1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝+2
𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚 ≥ 𝑈𝑈𝑝𝑝+2,𝑚𝑚 − 𝑡𝑡𝑝𝑝+2

 (44) 
 حال باید نشان دهیم که با توجه به شرایط بالا، دو شرط زیر نیز برقرار است:

(45) 
{ d1s ≤ Lp+1,1 + tp+1
cms ≥ Up+1,m − tp+1

 (41) 
 ( را نشان داد.41( و )43روابط )توان به سادگی صحت برقراری ی افق شرعی، میزمانها( بین 51( و )43به کمک روابط )

(43) 
{𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑡𝑡𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑝𝑝+1,           ∀𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.       

𝑈𝑈𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 − 𝑡𝑡𝑝𝑝+1 > 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 > 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑡𝑡𝑝𝑝,      ∀𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.  (41) 
 (99الی ) (92یمعتبر )نامساویهااثبات  -8-9

ام هم بعد s+1ام از مبدا بعد از ابتدای زمان افق شرعی ایستگاه مبدا باشد، آنگاه زمان اعزام قطار sاگر زمان اعزام قطار ه، با توجه به رابط
,1از ابتدای زمان افق شرعی ایستگاه مبدا بوده و لذا متغیر  sp  .برابر صفر خواهد بود 

𝑑𝑑1,𝑠𝑠+1 > 𝑑𝑑1𝑠𝑠 > 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝                  (43) 

( بوده و از روی ارتباط بین زمان اعزام قطارهای متوالی از مبدا و زمان رسیدن 31(، مشابه اثبات رابطه )33(الی )31اثبات روابط )
 سادگی قابل بیان است.ه قطارهای متوالی به مقصد، ب

 

 (91الی ) (94یمعتبر )نامساویهااثبات  -8-4
ام از مبدا، بعد از ابتدای زمان افق شرعی ایستگاه مبدا باشد، آنگاه زمان اعزام این قطار نیز s(، اگر زمان اعزام قطار 52با توجه به رابطه )

spام خواهد بود و لذا متغیر p-1بعد از ابتدای بازه افق شرعی  ,1 .برابر صفر خواهد شد 
𝑑𝑑1𝑠𝑠 > 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝 > 𝐿𝐿𝑝𝑝−1,1 > 𝐿𝐿𝑝𝑝−1,1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝−1                      (51) 

 برقرار است. (، 33(الی )35روابط ) ( عینا برای34نامساوی ) اثباتاستدلال بکاررفته در 
 

 

     )40(
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 هاپیوست.22
 شود.ریزی عددصحیح تشریح میی معتبر ارائه شده در مدل برنامهنامساویهادر این بخش، اثبات 

 

 (08اثبات نامساوی معتبر ) -8-2
 ام توقف داشته باشد، آنگاه داریم :pام در بازه افق شرعی iام در توالی در ایستگاه sاگر قطار 

𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝          (33) 

زیرا  ،تواند توقف داشته باشدام نمیi-1ام در ایستگاه p+1ام در توالی، در بازه افق شرعی sتوان نشان داد که قطار به کمک رابطه زیر می
 . استزمان رسیدن قطار به ایستگاه، قبل از ابتدای بازه افق شرعی 

𝑐𝑐𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 ≤ 𝑑𝑑𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 < 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1 → 𝑐𝑐𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1 → 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 = 0  (41) 
 ام وجود نخواهد داشت.p+1ام در بازه افق شرعی sام، امکان توقف قطار iی قبل از ایستگاه ایستگاههابه همین ترتیب برای تمام 

 (03اثبات نامساوی معتبر ) -8-0
( برقرار است. 41( الی )43ام شده باشد آنگاه روابط )p+2ام و pهای افق شرعی نمازهای ام ملزم به توقف در بازهsاگر قطار در توالی 

 .هستندام p+2( مربوط به بازه افق شرعی 41( و )45ام و روابط )p( نیز مربوط به بازه افق شرعی 44( و )43روابط )
(41) 

{ 𝑑𝑑1𝑠𝑠 ≤ 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝
𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚 ≥ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑡𝑡𝑝𝑝

 (42) 
(43) 

{ 𝑑𝑑1𝑠𝑠 ≤ 𝐿𝐿𝑝𝑝+2,1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝+2
𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚 ≥ 𝑈𝑈𝑝𝑝+2,𝑚𝑚 − 𝑡𝑡𝑝𝑝+2

 (44) 
 حال باید نشان دهیم که با توجه به شرایط بالا، دو شرط زیر نیز برقرار است:

(45) 
{ d1s ≤ Lp+1,1 + tp+1
cms ≥ Up+1,m − tp+1

 (41) 
 ( را نشان داد.41( و )43روابط )توان به سادگی صحت برقراری ی افق شرعی، میزمانها( بین 51( و )43به کمک روابط )

(43) 
{𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑡𝑡𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑝𝑝+1,           ∀𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.       

𝑈𝑈𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 − 𝑡𝑡𝑝𝑝+1 > 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 > 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑡𝑡𝑝𝑝,      ∀𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.  (41) 
 (99الی ) (92یمعتبر )نامساویهااثبات  -8-9

ام هم بعد s+1ام از مبدا بعد از ابتدای زمان افق شرعی ایستگاه مبدا باشد، آنگاه زمان اعزام قطار sاگر زمان اعزام قطار ه، با توجه به رابط
,1از ابتدای زمان افق شرعی ایستگاه مبدا بوده و لذا متغیر  sp  .برابر صفر خواهد بود 

𝑑𝑑1,𝑠𝑠+1 > 𝑑𝑑1𝑠𝑠 > 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝                  (43) 

( بوده و از روی ارتباط بین زمان اعزام قطارهای متوالی از مبدا و زمان رسیدن 31(، مشابه اثبات رابطه )33(الی )31اثبات روابط )
 سادگی قابل بیان است.ه قطارهای متوالی به مقصد، ب

 

 (91الی ) (94یمعتبر )نامساویهااثبات  -8-4
ام از مبدا، بعد از ابتدای زمان افق شرعی ایستگاه مبدا باشد، آنگاه زمان اعزام این قطار نیز s(، اگر زمان اعزام قطار 52با توجه به رابطه )

spام خواهد بود و لذا متغیر p-1بعد از ابتدای بازه افق شرعی  ,1 .برابر صفر خواهد شد 
𝑑𝑑1𝑠𝑠 > 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝 > 𝐿𝐿𝑝𝑝−1,1 > 𝐿𝐿𝑝𝑝−1,1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝−1                      (51) 

 برقرار است. (، 33(الی )35روابط ) ( عینا برای34نامساوی ) اثباتاستدلال بکاررفته در 
 

 

امکان  iام،  ایستگاه  از  قبل  ایستگاههای  تمام  برای  ترتیب  همین  به 

زمانبندی حرکت قطارها با هدف بهره‌برداری بهینه از مسیرهای ریلی دوخطه
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توقف قطار sام در بازه افق شرعی p+1ام وجود نخواهد داشت.

10-2- اثبات نامساوی معتبر )29(

اگر قطار در توالی sام ملزم به توقف در بازه‌های افق شرعی نمازهای 

pام و ‌p+2ام شده باشد آنگاه روابط )43( الی )46( برقرار است. 

روابط )43( و )44( نیز مربوط به بازه افق شرعی pام و روابط )45( 

و )46( مربوط به بازه افق شرعی p+2ام هستند.
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 هاپیوست.22
 شود.ریزی عددصحیح تشریح میی معتبر ارائه شده در مدل برنامهنامساویهادر این بخش، اثبات 

 

 (08اثبات نامساوی معتبر ) -8-2
 ام توقف داشته باشد، آنگاه داریم :pام در بازه افق شرعی iام در توالی در ایستگاه sاگر قطار 

𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝          (33) 

زیرا  ،تواند توقف داشته باشدام نمیi-1ام در ایستگاه p+1ام در توالی، در بازه افق شرعی sتوان نشان داد که قطار به کمک رابطه زیر می
 . استزمان رسیدن قطار به ایستگاه، قبل از ابتدای بازه افق شرعی 

𝑐𝑐𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 ≤ 𝑑𝑑𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 < 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1 → 𝑐𝑐𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1 → 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 = 0  (41) 
 ام وجود نخواهد داشت.p+1ام در بازه افق شرعی sام، امکان توقف قطار iی قبل از ایستگاه ایستگاههابه همین ترتیب برای تمام 

 (03اثبات نامساوی معتبر ) -8-0
( برقرار است. 41( الی )43ام شده باشد آنگاه روابط )p+2ام و pهای افق شرعی نمازهای ام ملزم به توقف در بازهsاگر قطار در توالی 

 .هستندام p+2( مربوط به بازه افق شرعی 41( و )45ام و روابط )p( نیز مربوط به بازه افق شرعی 44( و )43روابط )
(41) 

{ 𝑑𝑑1𝑠𝑠 ≤ 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝
𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚 ≥ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑡𝑡𝑝𝑝

 (42) 
(43) 

{ 𝑑𝑑1𝑠𝑠 ≤ 𝐿𝐿𝑝𝑝+2,1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝+2
𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚 ≥ 𝑈𝑈𝑝𝑝+2,𝑚𝑚 − 𝑡𝑡𝑝𝑝+2

 (44) 
 حال باید نشان دهیم که با توجه به شرایط بالا، دو شرط زیر نیز برقرار است:

(45) 
{ d1s ≤ Lp+1,1 + tp+1
cms ≥ Up+1,m − tp+1

 (41) 
 ( را نشان داد.41( و )43روابط )توان به سادگی صحت برقراری ی افق شرعی، میزمانها( بین 51( و )43به کمک روابط )

(43) 
{𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑡𝑡𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑝𝑝+1,           ∀𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.       

𝑈𝑈𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 − 𝑡𝑡𝑝𝑝+1 > 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 > 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑡𝑡𝑝𝑝,      ∀𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.  (41) 
 (99الی ) (92یمعتبر )نامساویهااثبات  -8-9

ام هم بعد s+1ام از مبدا بعد از ابتدای زمان افق شرعی ایستگاه مبدا باشد، آنگاه زمان اعزام قطار sاگر زمان اعزام قطار ه، با توجه به رابط
,1از ابتدای زمان افق شرعی ایستگاه مبدا بوده و لذا متغیر  sp  .برابر صفر خواهد بود 

𝑑𝑑1,𝑠𝑠+1 > 𝑑𝑑1𝑠𝑠 > 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝                  (43) 

( بوده و از روی ارتباط بین زمان اعزام قطارهای متوالی از مبدا و زمان رسیدن 31(، مشابه اثبات رابطه )33(الی )31اثبات روابط )
 سادگی قابل بیان است.ه قطارهای متوالی به مقصد، ب

 

 (91الی ) (94یمعتبر )نامساویهااثبات  -8-4
ام از مبدا، بعد از ابتدای زمان افق شرعی ایستگاه مبدا باشد، آنگاه زمان اعزام این قطار نیز s(، اگر زمان اعزام قطار 52با توجه به رابطه )

spام خواهد بود و لذا متغیر p-1بعد از ابتدای بازه افق شرعی  ,1 .برابر صفر خواهد شد 
𝑑𝑑1𝑠𝑠 > 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝 > 𝐿𝐿𝑝𝑝−1,1 > 𝐿𝐿𝑝𝑝−1,1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝−1                      (51) 

 برقرار است. (، 33(الی )35روابط ) ( عینا برای34نامساوی ) اثباتاستدلال بکاررفته در 
 

 

                                                 )41(
)42(
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 هاپیوست.22
 شود.ریزی عددصحیح تشریح میی معتبر ارائه شده در مدل برنامهنامساویهادر این بخش، اثبات 

 

 (08اثبات نامساوی معتبر ) -8-2
 ام توقف داشته باشد، آنگاه داریم :pام در بازه افق شرعی iام در توالی در ایستگاه sاگر قطار 

𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝          (33) 

زیرا  ،تواند توقف داشته باشدام نمیi-1ام در ایستگاه p+1ام در توالی، در بازه افق شرعی sتوان نشان داد که قطار به کمک رابطه زیر می
 . استزمان رسیدن قطار به ایستگاه، قبل از ابتدای بازه افق شرعی 

𝑐𝑐𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 ≤ 𝑑𝑑𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 < 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1 → 𝑐𝑐𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1 → 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 = 0  (41) 
 ام وجود نخواهد داشت.p+1ام در بازه افق شرعی sام، امکان توقف قطار iی قبل از ایستگاه ایستگاههابه همین ترتیب برای تمام 

 (03اثبات نامساوی معتبر ) -8-0
( برقرار است. 41( الی )43ام شده باشد آنگاه روابط )p+2ام و pهای افق شرعی نمازهای ام ملزم به توقف در بازهsاگر قطار در توالی 

 .هستندام p+2( مربوط به بازه افق شرعی 41( و )45ام و روابط )p( نیز مربوط به بازه افق شرعی 44( و )43روابط )
(41) 

{ 𝑑𝑑1𝑠𝑠 ≤ 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝
𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚 ≥ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑡𝑡𝑝𝑝

 (42) 
(43) 

{ 𝑑𝑑1𝑠𝑠 ≤ 𝐿𝐿𝑝𝑝+2,1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝+2
𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚 ≥ 𝑈𝑈𝑝𝑝+2,𝑚𝑚 − 𝑡𝑡𝑝𝑝+2

 (44) 
 حال باید نشان دهیم که با توجه به شرایط بالا، دو شرط زیر نیز برقرار است:

(45) 
{ d1s ≤ Lp+1,1 + tp+1
cms ≥ Up+1,m − tp+1

 (41) 
 ( را نشان داد.41( و )43روابط )توان به سادگی صحت برقراری ی افق شرعی، میزمانها( بین 51( و )43به کمک روابط )

(43) 
{𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑡𝑡𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑝𝑝+1,           ∀𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.       

𝑈𝑈𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 − 𝑡𝑡𝑝𝑝+1 > 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 > 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑡𝑡𝑝𝑝,      ∀𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.  (41) 
 (99الی ) (92یمعتبر )نامساویهااثبات  -8-9

ام هم بعد s+1ام از مبدا بعد از ابتدای زمان افق شرعی ایستگاه مبدا باشد، آنگاه زمان اعزام قطار sاگر زمان اعزام قطار ه، با توجه به رابط
,1از ابتدای زمان افق شرعی ایستگاه مبدا بوده و لذا متغیر  sp  .برابر صفر خواهد بود 

𝑑𝑑1,𝑠𝑠+1 > 𝑑𝑑1𝑠𝑠 > 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝                  (43) 

( بوده و از روی ارتباط بین زمان اعزام قطارهای متوالی از مبدا و زمان رسیدن 31(، مشابه اثبات رابطه )33(الی )31اثبات روابط )
 سادگی قابل بیان است.ه قطارهای متوالی به مقصد، ب

 

 (91الی ) (94یمعتبر )نامساویهااثبات  -8-4
ام از مبدا، بعد از ابتدای زمان افق شرعی ایستگاه مبدا باشد، آنگاه زمان اعزام این قطار نیز s(، اگر زمان اعزام قطار 52با توجه به رابطه )

spام خواهد بود و لذا متغیر p-1بعد از ابتدای بازه افق شرعی  ,1 .برابر صفر خواهد شد 
𝑑𝑑1𝑠𝑠 > 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝 > 𝐿𝐿𝑝𝑝−1,1 > 𝐿𝐿𝑝𝑝−1,1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝−1                      (51) 

 برقرار است. (، 33(الی )35روابط ) ( عینا برای34نامساوی ) اثباتاستدلال بکاررفته در 
 

 

                                         )43(
)44(

نیز  بالا، دو شرط زیر  با توجه به شرایط  باید نشان دهیم که  حال 

برقرار است:
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 هاپیوست.22
 شود.ریزی عددصحیح تشریح میی معتبر ارائه شده در مدل برنامهنامساویهادر این بخش، اثبات 

 

 (08اثبات نامساوی معتبر ) -8-2
 ام توقف داشته باشد، آنگاه داریم :pام در بازه افق شرعی iام در توالی در ایستگاه sاگر قطار 

𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝          (33) 

زیرا  ،تواند توقف داشته باشدام نمیi-1ام در ایستگاه p+1ام در توالی، در بازه افق شرعی sتوان نشان داد که قطار به کمک رابطه زیر می
 . استزمان رسیدن قطار به ایستگاه، قبل از ابتدای بازه افق شرعی 

𝑐𝑐𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 ≤ 𝑑𝑑𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 < 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1 → 𝑐𝑐𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1 → 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 = 0  (41) 
 ام وجود نخواهد داشت.p+1ام در بازه افق شرعی sام، امکان توقف قطار iی قبل از ایستگاه ایستگاههابه همین ترتیب برای تمام 

 (03اثبات نامساوی معتبر ) -8-0
( برقرار است. 41( الی )43ام شده باشد آنگاه روابط )p+2ام و pهای افق شرعی نمازهای ام ملزم به توقف در بازهsاگر قطار در توالی 

 .هستندام p+2( مربوط به بازه افق شرعی 41( و )45ام و روابط )p( نیز مربوط به بازه افق شرعی 44( و )43روابط )
(41) 

{ 𝑑𝑑1𝑠𝑠 ≤ 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝
𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚 ≥ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑡𝑡𝑝𝑝

 (42) 
(43) 

{ 𝑑𝑑1𝑠𝑠 ≤ 𝐿𝐿𝑝𝑝+2,1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝+2
𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚 ≥ 𝑈𝑈𝑝𝑝+2,𝑚𝑚 − 𝑡𝑡𝑝𝑝+2

 (44) 
 حال باید نشان دهیم که با توجه به شرایط بالا، دو شرط زیر نیز برقرار است:

(45) 
{ d1s ≤ Lp+1,1 + tp+1
cms ≥ Up+1,m − tp+1

 (41) 
 ( را نشان داد.41( و )43روابط )توان به سادگی صحت برقراری ی افق شرعی، میزمانها( بین 51( و )43به کمک روابط )

(43) 
{𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑡𝑡𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑝𝑝+1,           ∀𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.       

𝑈𝑈𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 − 𝑡𝑡𝑝𝑝+1 > 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 > 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑡𝑡𝑝𝑝,      ∀𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.  (41) 
 (99الی ) (92یمعتبر )نامساویهااثبات  -8-9

ام هم بعد s+1ام از مبدا بعد از ابتدای زمان افق شرعی ایستگاه مبدا باشد، آنگاه زمان اعزام قطار sاگر زمان اعزام قطار ه، با توجه به رابط
,1از ابتدای زمان افق شرعی ایستگاه مبدا بوده و لذا متغیر  sp  .برابر صفر خواهد بود 

𝑑𝑑1,𝑠𝑠+1 > 𝑑𝑑1𝑠𝑠 > 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝                  (43) 

( بوده و از روی ارتباط بین زمان اعزام قطارهای متوالی از مبدا و زمان رسیدن 31(، مشابه اثبات رابطه )33(الی )31اثبات روابط )
 سادگی قابل بیان است.ه قطارهای متوالی به مقصد، ب

 

 (91الی ) (94یمعتبر )نامساویهااثبات  -8-4
ام از مبدا، بعد از ابتدای زمان افق شرعی ایستگاه مبدا باشد، آنگاه زمان اعزام این قطار نیز s(، اگر زمان اعزام قطار 52با توجه به رابطه )

spام خواهد بود و لذا متغیر p-1بعد از ابتدای بازه افق شرعی  ,1 .برابر صفر خواهد شد 
𝑑𝑑1𝑠𝑠 > 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝 > 𝐿𝐿𝑝𝑝−1,1 > 𝐿𝐿𝑝𝑝−1,1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝−1                      (51) 

 برقرار است. (، 33(الی )35روابط ) ( عینا برای34نامساوی ) اثباتاستدلال بکاررفته در 
 

 

                                         )45(
)46(

به کمک روابط )49( و )50( بین زمانهای افق شرعی، می‌توان به 

سادگی صحت برقراری روابط )47( و )48( را نشان داد.

10-3- اثبات نامساویهای معتبر )30( الی )33(

با توجه به رابطه، اگر زمان اعزام قطار sام از مبدا بعد از ابتدای زمان 

افق شرعی ایستگاه مبدا باشد، آنگاه زمان اعزام قطار s+1ام هم بعد 

,1 برابر  +spτ از ابتدای زمان افق شرعی ایستگاه مبدا بوده و لذا متغیر 

صفر خواهد بود. 

)47(
)48(

از  و  بوده   )30( رابطه  اثبات  مشابه   ،)33( الی   )31( روابط  اثبات 

روی ارتباط بین زمان اعزام قطارهای متوالی از مبدا و زمان رسیدن 

قطارهای متوالی به مقصد، به سادگی قابل بیان است.
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 هاپیوست.22
 شود.ریزی عددصحیح تشریح میی معتبر ارائه شده در مدل برنامهنامساویهادر این بخش، اثبات 

 

 (08اثبات نامساوی معتبر ) -8-2
 ام توقف داشته باشد، آنگاه داریم :pام در بازه افق شرعی iام در توالی در ایستگاه sاگر قطار 

𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝          (33) 

زیرا  ،تواند توقف داشته باشدام نمیi-1ام در ایستگاه p+1ام در توالی، در بازه افق شرعی sتوان نشان داد که قطار به کمک رابطه زیر می
 . استزمان رسیدن قطار به ایستگاه، قبل از ابتدای بازه افق شرعی 

𝑐𝑐𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 ≤ 𝑑𝑑𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 < 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1 → 𝑐𝑐𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1 → 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 = 0  (41) 
 ام وجود نخواهد داشت.p+1ام در بازه افق شرعی sام، امکان توقف قطار iی قبل از ایستگاه ایستگاههابه همین ترتیب برای تمام 

 (03اثبات نامساوی معتبر ) -8-0
( برقرار است. 41( الی )43ام شده باشد آنگاه روابط )p+2ام و pهای افق شرعی نمازهای ام ملزم به توقف در بازهsاگر قطار در توالی 

 .هستندام p+2( مربوط به بازه افق شرعی 41( و )45ام و روابط )p( نیز مربوط به بازه افق شرعی 44( و )43روابط )
(41) 

{ 𝑑𝑑1𝑠𝑠 ≤ 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝
𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚 ≥ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑡𝑡𝑝𝑝

 (42) 
(43) 

{ 𝑑𝑑1𝑠𝑠 ≤ 𝐿𝐿𝑝𝑝+2,1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝+2
𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚 ≥ 𝑈𝑈𝑝𝑝+2,𝑚𝑚 − 𝑡𝑡𝑝𝑝+2

 (44) 
 حال باید نشان دهیم که با توجه به شرایط بالا، دو شرط زیر نیز برقرار است:

(45) 
{ d1s ≤ Lp+1,1 + tp+1
cms ≥ Up+1,m − tp+1

 (41) 
 ( را نشان داد.41( و )43روابط )توان به سادگی صحت برقراری ی افق شرعی، میزمانها( بین 51( و )43به کمک روابط )

(43) 
{𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑡𝑡𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑝𝑝+1,           ∀𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.       

𝑈𝑈𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 − 𝑡𝑡𝑝𝑝+1 > 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 > 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑡𝑡𝑝𝑝,      ∀𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.  (41) 
 (99الی ) (92یمعتبر )نامساویهااثبات  -8-9

ام هم بعد s+1ام از مبدا بعد از ابتدای زمان افق شرعی ایستگاه مبدا باشد، آنگاه زمان اعزام قطار sاگر زمان اعزام قطار ه، با توجه به رابط
,1از ابتدای زمان افق شرعی ایستگاه مبدا بوده و لذا متغیر  sp  .برابر صفر خواهد بود 

𝑑𝑑1,𝑠𝑠+1 > 𝑑𝑑1𝑠𝑠 > 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝                  (43) 

( بوده و از روی ارتباط بین زمان اعزام قطارهای متوالی از مبدا و زمان رسیدن 31(، مشابه اثبات رابطه )33(الی )31اثبات روابط )
 سادگی قابل بیان است.ه قطارهای متوالی به مقصد، ب

 

 (91الی ) (94یمعتبر )نامساویهااثبات  -8-4
ام از مبدا، بعد از ابتدای زمان افق شرعی ایستگاه مبدا باشد، آنگاه زمان اعزام این قطار نیز s(، اگر زمان اعزام قطار 52با توجه به رابطه )

spام خواهد بود و لذا متغیر p-1بعد از ابتدای بازه افق شرعی  ,1 .برابر صفر خواهد شد 
𝑑𝑑1𝑠𝑠 > 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝 > 𝐿𝐿𝑝𝑝−1,1 > 𝐿𝐿𝑝𝑝−1,1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝−1                      (51) 

 برقرار است. (، 33(الی )35روابط ) ( عینا برای34نامساوی ) اثباتاستدلال بکاررفته در 
 

 

                                     )49(

10-4- اثبات نامساویهای معتبر )34( الی )37(

از  بعد  مبدا،  از  sام  قطار  اعزام  زمان  اگر   ،)52( رابطه  به  توجه  با 

این  اعزام  زمان  آنگاه  باشد،  مبدا  ایستگاه  شرعی  افق  زمان  ابتدای 

قطار نیز بعد از ابتدای بازه افق شرعی p-1ام خواهد بود و لذا متغیر 

sp برابر صفر خواهد شد. ,1	τ
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 هاپیوست.22
 شود.ریزی عددصحیح تشریح میی معتبر ارائه شده در مدل برنامهنامساویهادر این بخش، اثبات 

 

 (08اثبات نامساوی معتبر ) -8-2
 ام توقف داشته باشد، آنگاه داریم :pام در بازه افق شرعی iام در توالی در ایستگاه sاگر قطار 

𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝          (33) 

زیرا  ،تواند توقف داشته باشدام نمیi-1ام در ایستگاه p+1ام در توالی، در بازه افق شرعی sتوان نشان داد که قطار به کمک رابطه زیر می
 . استزمان رسیدن قطار به ایستگاه، قبل از ابتدای بازه افق شرعی 

𝑐𝑐𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 ≤ 𝑑𝑑𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 < 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1 → 𝑐𝑐𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1 → 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 = 0  (41) 
 ام وجود نخواهد داشت.p+1ام در بازه افق شرعی sام، امکان توقف قطار iی قبل از ایستگاه ایستگاههابه همین ترتیب برای تمام 

 (03اثبات نامساوی معتبر ) -8-0
( برقرار است. 41( الی )43ام شده باشد آنگاه روابط )p+2ام و pهای افق شرعی نمازهای ام ملزم به توقف در بازهsاگر قطار در توالی 

 .هستندام p+2( مربوط به بازه افق شرعی 41( و )45ام و روابط )p( نیز مربوط به بازه افق شرعی 44( و )43روابط )
(41) 

{ 𝑑𝑑1𝑠𝑠 ≤ 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝
𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚 ≥ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑡𝑡𝑝𝑝

 (42) 
(43) 

{ 𝑑𝑑1𝑠𝑠 ≤ 𝐿𝐿𝑝𝑝+2,1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝+2
𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚 ≥ 𝑈𝑈𝑝𝑝+2,𝑚𝑚 − 𝑡𝑡𝑝𝑝+2

 (44) 
 حال باید نشان دهیم که با توجه به شرایط بالا، دو شرط زیر نیز برقرار است:

(45) 
{ d1s ≤ Lp+1,1 + tp+1
cms ≥ Up+1,m − tp+1

 (41) 
 ( را نشان داد.41( و )43روابط )توان به سادگی صحت برقراری ی افق شرعی، میزمانها( بین 51( و )43به کمک روابط )

(43) 
{𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑡𝑡𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑝𝑝+1,           ∀𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.       

𝑈𝑈𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 − 𝑡𝑡𝑝𝑝+1 > 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 > 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑡𝑡𝑝𝑝,      ∀𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.  (41) 
 (99الی ) (92یمعتبر )نامساویهااثبات  -8-9

ام هم بعد s+1ام از مبدا بعد از ابتدای زمان افق شرعی ایستگاه مبدا باشد، آنگاه زمان اعزام قطار sاگر زمان اعزام قطار ه، با توجه به رابط
,1از ابتدای زمان افق شرعی ایستگاه مبدا بوده و لذا متغیر  sp  .برابر صفر خواهد بود 

𝑑𝑑1,𝑠𝑠+1 > 𝑑𝑑1𝑠𝑠 > 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝                  (43) 

( بوده و از روی ارتباط بین زمان اعزام قطارهای متوالی از مبدا و زمان رسیدن 31(، مشابه اثبات رابطه )33(الی )31اثبات روابط )
 سادگی قابل بیان است.ه قطارهای متوالی به مقصد، ب

 

 (91الی ) (94یمعتبر )نامساویهااثبات  -8-4
ام از مبدا، بعد از ابتدای زمان افق شرعی ایستگاه مبدا باشد، آنگاه زمان اعزام این قطار نیز s(، اگر زمان اعزام قطار 52با توجه به رابطه )

spام خواهد بود و لذا متغیر p-1بعد از ابتدای بازه افق شرعی  ,1 .برابر صفر خواهد شد 
𝑑𝑑1𝑠𝑠 > 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝 > 𝐿𝐿𝑝𝑝−1,1 > 𝐿𝐿𝑝𝑝−1,1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝−1                      (51) 

 برقرار است. (، 33(الی )35روابط ) ( عینا برای34نامساوی ) اثباتاستدلال بکاررفته در 
 

 

              )50(

استدلال بکاررفته در اثبات نامساوی )34( عینا برای روابط )35( الی 

)37(، برقرار است. 
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 هاپیوست.22
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 (08اثبات نامساوی معتبر ) -8-2
 ام توقف داشته باشد، آنگاه داریم :pام در بازه افق شرعی iام در توالی در ایستگاه sاگر قطار 

𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝          (33) 

زیرا  ،تواند توقف داشته باشدام نمیi-1ام در ایستگاه p+1ام در توالی، در بازه افق شرعی sتوان نشان داد که قطار به کمک رابطه زیر می
 . استزمان رسیدن قطار به ایستگاه، قبل از ابتدای بازه افق شرعی 

𝑐𝑐𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 ≤ 𝑑𝑑𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 < 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1 → 𝑐𝑐𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1 → 𝑔𝑔𝑝𝑝+1,𝑖𝑖−1,𝑠𝑠 = 0  (41) 
 ام وجود نخواهد داشت.p+1ام در بازه افق شرعی sام، امکان توقف قطار iی قبل از ایستگاه ایستگاههابه همین ترتیب برای تمام 

 (03اثبات نامساوی معتبر ) -8-0
( برقرار است. 41( الی )43ام شده باشد آنگاه روابط )p+2ام و pهای افق شرعی نمازهای ام ملزم به توقف در بازهsاگر قطار در توالی 

 .هستندام p+2( مربوط به بازه افق شرعی 41( و )45ام و روابط )p( نیز مربوط به بازه افق شرعی 44( و )43روابط )
(41) 

{ 𝑑𝑑1𝑠𝑠 ≤ 𝐿𝐿𝑝𝑝1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝
𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚 ≥ 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑡𝑡𝑝𝑝

 (42) 
(43) 

{ 𝑑𝑑1𝑠𝑠 ≤ 𝐿𝐿𝑝𝑝+2,1 + 𝑡𝑡𝑝𝑝+2
𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚 ≥ 𝑈𝑈𝑝𝑝+2,𝑚𝑚 − 𝑡𝑡𝑝𝑝+2

 (44) 
 حال باید نشان دهیم که با توجه به شرایط بالا، دو شرط زیر نیز برقرار است:

(45) 
{ d1s ≤ Lp+1,1 + tp+1
cms ≥ Up+1,m − tp+1

 (41) 
 ( را نشان داد.41( و )43روابط )توان به سادگی صحت برقراری ی افق شرعی، میزمانها( بین 51( و )43به کمک روابط )

(43) 
{𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑡𝑡𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝𝑝𝑝 < 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑝𝑝+1,           ∀𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.       

𝑈𝑈𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 − 𝑡𝑡𝑝𝑝+1 > 𝐿𝐿𝑝𝑝+1,𝑖𝑖 > 𝑈𝑈𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑡𝑡𝑝𝑝,      ∀𝑖𝑖,   1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝐻𝐻 − 1.  (41) 
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